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当 我 25 年 前 开始 学 习 DSP( 数 字 信 和 号 处 理 ) 的 时 候 , DSP 处 理 器 正 处 于 它 的 第 一 
代 , 那 些 人 处理 器 是 用 N 沟 MOS 工艺 制造 的 ,封装 在 一 个 比 U 盘 还 大 的 可 线 DIP 内 ， 
主 频 只 有 20 MHz, 做 一 次 16 位 乘 累 加 需要 200 ns。 然 而 ,经 过 25 年 的 发 展 ,DSP 处 理 
鱼 在 速度 和 成 本 上 取得 了 极 太 的 进展 ,DSP 技术 也 越 来 越 显现 它 的 重要 性 ， 

尽管 DSP 技术 取得 了 飞速 发 展 ,但 DSP 的 原理 却 没 有 什么 改变 。 而且, 这 些 年 的 
经 验 告诉 我 ,DSP 原理 依然 还 是 那样 不 易 理 解 。 这 促使 我 想到 利用 我 这 些 年 的 经 验 去 
写 一 本 简单 易 懂 的 DSP 书 , 这 也 许 对 许多 从 事 DSP 研发 的 工程 师 会 有 些 帮 助 ， 

为 了 达到 上 述 目标 ,这 样 的 一 本 DSP 书 必须 体现 下 面 的 原则 ;(1) 只 包 人 入 最 基本 和 
最 必需 的 内 容 !(2) 对 原理 的 阐述 必须 到 达 最 基本 的 层面 !(3) 数 学 公式 对 于 DSP 是 必 
不 可 少 的 ,但 对 每 个 公式 的 推导 与 会 义 , 必 须 有 清晰 的 和 出 自 最 基本 层面 的 解释 ,并 尽 
可 能 使 用 图 表 。 

以 我 的 经 验 ,数字 信和 号 处 理 的 基础 是 模拟 电子 技术 ,而 模拟 电子 技术 的 难点 是 对 
模拟 信号 的 理解 ， 为 此 ,本 书 着 重 描述 了 作为 信号 最 小 单位 的 复 指数 信和 号 ,并 把 它 应 
用 于 一 些 最 基本 概 您 的 推导 和 说 明 ,这 和 包括 傅 里 叶 级 数 . 线 谱 ,、 频 率 响应 .离散 傅 里 叶 
蛮 换 等 。 

为 了 帮助 理解 和 记忆 , 傅 里 叶 级 数 、 复 指数 ,信号 正 交 性 、 卷 积 等 重要 概念 在 本 书 
中 将 名次 出 现 , 以 便 从 针 个 侧面 进行 描述 。 比 如 ,本 书 将 从 正 余 荡 信和 号 和 复 指数 信号 
两 个 侧面 投 述 信和 号 正 交 性 的 概念 。 

相位 在 信号 处 理 中 是 比较 难 懂 的 。 本 书 将 着 重 说 明 相位 的 问题 。 比 如 ,对 线性 相 
位 的 概念 ,我 们 用 信和 号 的 时 域 波 形 解释 。 本 书 对 于 负 旺 率 的 相位 也 做 了 比较 仔细 的 用 
述 ,说 明 在 实数 信号 的 情况 下 , 负 频 率 的 相位 是 与 正 频率 的 相位 互补 的 。 我 们 还 说 明 
了 如 何 把 幅 频 响 应 中 的 负 号 归 人 相 频 响应 的 问题 . 

本 刷 共 分 10 章 。 第 1 章 讲 述 了 信号 处 理 的 预备 知识 ,包括 数学 方面 和 连续 时 域 方 
面 的 一 些 要 点 。 这 对 于 理解 本 书 中 的 原理 和 概念 是 必需 的 . 第 2 章 , 也 就 是 本 章 , 氢 
还 了 数字 信和 号 处 理 的 几 个 侧面 ,以 便 让 读者 从 轮廓 上 对 DSP 有 上 比较 完整 的 了 解 、 

第 3 章 和 第 4 章 讲 述 了 从 连续 时 域 过 渡 到 离散 时 域 的 全 过 程 ， 其 中 第 3 章 讲 述 了 
连 比 时 域 信 和 号 是 如 何 用 理想 采样 完成 时 域 离散 化 的 . 第 4 章 从 连续 时 域 的 拉 普 拉 斯 
变换 导出 z 变换 ,还 投 述 了 z 变换 的 一 些 主 要 性 质 . 当 在 第 4 章 进 人 离散 时 域 之 后 ,z 
变换 就 成 为 主要 的 分 析 工 具 。 
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第 5 章 讨论 了 离散 时 域 系统 的 主要 特性 ,这 是 理解 和 掌握 离散 时 域 系 统 的 最 车 委 
的 内 容 。 由 于 第 5 章 的 重要 性 ,在 接 下 来 的 第 6 章 中 ,详细 分 析 了 5 个 非常 基本 的 离散 
时 域 系 统 。 所 以 ,第 6 章 的 作用 是 对 前 面 几 章 内 容 的 一 次 复习 ,同时 也 有 助 于 对 后 面 
数字 滤波 器 和 离散 傅 里 叶 变换 的 理解 。 

第 7 章 讨 论 了 数字 滤波 器 的 分 析 和 设计 ,仔细 讨论 了 相位 和 线性 相称 。 在 这 一 章 
的 最 后 还 手 述 了 如 何 使 用 MATLAB 完成 滤波 器 设计 的 过 程 。 第 8 章 中 讨论 的 插值 和 
抽取 以 及 再 采样 和 DAC 操作 也 是 数字 信号 处 理 的 主要 内 容 , 而 且 是 实际 工作 中 非常 
需要 的 ，。 

第 9 章 和 第 10 章 讨 论 了 高 散 传 里 叶 变 换 (DFT) 和 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT)。 在 这 
两 章 的 讨论 中 ,主要 依 谷 了 第 1 章 中 详细 讨论 的 复 指数 信和 号 ,因为 DFT 和 FFT 都 是 恢 
靠 复 指数 矢量 来 计算 的 。 在 第 9 章 中 ,我 们 还 认真 地 讨论 了 窗 函 数 的 特性 ,给 出 了 在 
DFT 和 FFT 中 选用 窗 函 数 的 一 般 性 建议 。 在 第 10 章 中 ,我 们 分 析 了 FEFT 的 时 域 抽取 
法 和 频 域 抽取 法 ,并 由 于 使 用 了 A 两 项 式 和 BB 两 项 式 , 使 分 析 变 得 简洁 和 直观 。 

上 面 这 10 章 构 成 了 数字 信号 处 理 的 最 基本 的 内 容 。 掌 握 了 这 10 章 的 基本 内 容 ， 
也 就 掌握 了 DSP 的 基础 ,具备 了 独立 完成 DSP 开发 的 能 力 。 

本 书 中 对 概念 的 理解 方式 不 少 是 来 自作 者 自己 的 经 验 ,因而 一 定 会 有 不 完整 的 地 
方 , 奶 请 读者 评论 指正 。 最 后 ,我 要 感谢 史学 唱 . 成 璐 . 石 小 乔 . 李 良 衍 和 李 应 选 等 同 
事 , 他 们 认真 阅读 了 全 书 ,并 提出 了 许多 宝贵 建议 ,指出 了 不 少 错误 和 不 妥 之 丸 。 


姚 人 证 清 
2008 年 6 月 于 北京 
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第 1 章 
备 知识 


信号 人 处理 马 


在 第 1 章 中 ,我 们 收集 了 一 些 理解 数字 信号 处 理 所 必需 的 基础 知识 ,以 便 读 者 可 
以 比较 容易 地 阅读 和 理解 本 书 中 关于 数字 信和 号 处 理 的 基本 原理 和 概念 。 本 书 所 收集 
的 内 容 并 不 追求 完整 性 和 严密 性 ,而 是 讲求 实用 性 和 简洁 性 . 


1. 1 复数 运算 


1. 1.1 复 函 数 的 定义 


我 们 用 s=a 十 jw 表示 一 个 复 变 量 ,用 W=U 十 jV 表示 另 一 个 复 变 量 ,其 中 的 ww 
UV 都 是 实数 。 如 果 对 于 复 变 量 ;二 a 十 jw 的 每 一 个 值 , 克 =U 十 i 总 有 一 个 值 或 一 
值 导 之 对 应 ,那么 , 风 就 叫做 复 变量 * 的 一 个 函数 。 这 两 个 复 变 量 之 间 的 对 应 关系 可 
以 写 为 W=Fts). 

1. 1.2 直角 坐标 与 极 坐标 

一 个 复 变量 可 以 有 两 种 表示 法 ;直角 坐标 表示 法 和 极 举 标 表示 法 。s 二 sjw 是 直 
骨 坐 标 表示 法 , 复 变 量 s 由 直角 坐标 中 实 轴 与 虚 轴 上 的 两 个 实数 e 和 ww 表示 ,因而 也 就 
表示 为 复 平 面 上 的 一 个 点 。 而 ;二 re 是 复 变量 : 的 极 坐 标 表 示 法 , 它 由 极 玲 标 中 的 模 ， 
和 幅 角 9 表示 ,其 中 > 和 8 也 是 两 个 实数 。 

欧 拉 恒 等 式 把 直角 坐标 表示 法 和 极 坐 标 表示 法 联 
系 了 起 来 ， 

巴 一 60s【《 人 十 jsin《D) 
[le B=cos (0) —jsin (0) 
其 中 ,左边 是 极 坐 标 形式 , 它 的 模 r= 二 1, 所 以 是 一 个 单 
位 复 指数 ;右边 是 直角 坐标 形式 ， 

欧 拉 恒 等 式 也 可 以 用 图 1-1 来 表示 。 图 中 的 水 平 
轴 为 实 轴 (Re) ,垂直 轴 为 虚 轴 (Im)。 圆 的 半径 等 于 1， 
所 以 是 一 个 单位 贺 。 在 图 1-1 中 ,单位 复 矢量 ez 被 分 解 ” 图 1-1 单 全 复 指数 与 正 余弦 
为 沿 着 实 轴 和 虚 轴 方向 上 的 两 个 矢量 cos( 太 和 jsin( 四 。 信号 之 间 的 关系 


1-1) 
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这 就 是 欧 拉 恒 等 式 的 售 义 :一 个 复 矢 量 可 以 分 解 为 一 对 正 余弦 矢量 ,或 者 反 过 来 ,一 对 
正 余 弦 笑 量 可 以 合成 为 一 个 复 矢量 。 
根据 欧 拉 恒等式 (1-1) ,我 们 可 以 由 复 变 量 * 的 极 坐 标 形式 :三 re 计算 出 它 的 直角 
坐标 形式 5 二 a 十 jw; 
o=reos (0) 
ES C0) Re 
反 过 来 ;我 们 也 可 以 由 5 的 直角 上 举 标 形式 s==g 十 jw 计算 出 它 的 极 坐 标 形式 5 二 re”: 
位 vo 十 o 


ptan far 


(1-3) 


1. 1.3 单 值 函数 与 多 值 函 数 

如 果 对 于 每 一 个 :的 值 ,好 只 有 一 个 值 与 之 对 应 ,那么 印 王 下 ( 休 叫做 音 慎 函数 。 
如 果 王 有 堵 于 一 个 值 与 之 对 应 , 那 笃 环 王 F65) 叫 做 多 值 函数 。 

比如 ,WW=F(s)==3s 十 2 是 一 个 单 值 函数 。 因 为 多 可 以 表示 为 : 


十 一 局 十 内 一 3 关 《0 十 Ja 十 2 一 (302 Tw (1-4) 
因此 有 : 
避 王 3r 十 2 [] -5 
V=3w 


对 于 和 的 一 对 值 ,只 有 一 对 U 和 的 值 与 之 对 应 ， 

但 是 ,如 果 函 数 Ft) 是 一 个 开 方 运 算 , 那 么 这 个 函数 就 是 一 个 多 值 函数 。 比 如 , 复 
晒 数 王 =FC9 一 5， 束 是 一 个 多 值 力 数 。 为 了 便于 分 析 ,我 们 把 复 变量 * 表示 为 极 坐 标 
形 却 : 


8 一 Fe (1-6) 
这 样 就 可 得 到 ， 
了 一 (re (=-7) 
由 于 复 指 数 是 以 幅 攻 的 2r 为 周期 的 , 即 ， 
ee k= (1-8) 
所 以 在 式 (1-7) 中 ,对 于 5 的 一 个 值 ,W 就 有 两 个 值 与 之 对 应 : 
Wi = /en 
i C1-9) 
其 中 ,rm“ 为 的 算术 平方 根 。 
在 信号 处 理 中 求解 复数 方程 时 ,也 会 遇 到 多 值 问 题 。 比 如 ,有 一 个 复数 方程 
= 人 0 (1-19) 
其 中 ,z 是 一 个 复 变量 ， 


上 式 中 的 1 可 以 写成 极 坐 标的 形式 ee。 因此 , 式 (1-10) 变 为 
好 一 即 (1-11) 


Hf0 BM: WE sie 
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所 以 ,方程 的 5 个 根 可 以 写 为 ， 
z= 0,1,2,3,4 (1l-l12) 

或 者 写 为 : 

x = =] 

Ey = 

二 《1-13) 

二 

zs = 
这 5 个 根 均匀 地 分 布 在 单位 圆 上 ， 


1. 1.4 等 比 级 数 求 和 


假设 有 一 个 复数 的 等 比 级 数 1 十 z 十 习 十 … 十 2? ,如 果 公 比 z 关 1, 那 么 这 个 等 比 级 
数 可 以 表示 为 ， 
| 记 


和 (1-14) 


1 十 十 站 十 二 :十 "二 


上 式 就 是 等 比 级 数 的 求 和 公式 ,下 面 证 明 这 个 公式 ， 

我 们 从 式 (1-14) 的 左边 开始 。 由 于 z 兰 1, 就 可 以 对 式 (1-14) 的 左边 习 以 分 式 
(1 一 2)/(1 一 z)。 把 其 中 的 两 个 因 式 的 相 习 展 开 之 后 ,可 以 得 到 ; 

式 (1-14) 的 左边 二 2 二 (1-15) 


1 一 到 


在 上 式 的 分 子 中 ,大 雪 数 的 项 都 可 以 两 两 抵消 。 所 以 ,上 式 变 为 ， 
式 (1-14) 的 左边 = 过关- (1-167 


1 一 站 


上 式 的 右边 就 是 式 (1-14) 的 右边 ， 我 们 就 证 明了 等 比 级 数 的 求 和 公式 (1-14) 
1.2 复 指 数 信号 与 负 频 率 


在 实验 室 中 , 正 余 汞 信和 号 (指正 芝 信 号 或 余 蕊 信号 ) 是 我 们 能 看 到 的 最 小 信和 号 单 
位 。 但 是 ,通过 欧 拉 恒 等 式 ,可 以 把 正 余 荡 信 和 号 分 解 成 更 小 的 信 生 单 元 一 一 复 指 数 信 
号 。 欧 拉 恒 等 式 (1-1) 左 边 的 exp(jg) 和 exp( 一 j9) 就 是 这 样 的 两 个 复 指 数 信 和 号 。 

丸 一 方面 ,我 们 只 要 对 式 (1-1) 稍 做 处 理 ,就 可 以 把 一 个 余 强 信和 号 表示 为 两 个 复 指 
数 信 号 之 和 ; 


NE A ee (1-17) 
上 式 中 ,我 们 用 ow 代替 了 式 避 -1) 中 的 8. 
同样 ,我们 可 以 把 一 个 正 营 信 号 表示 为 两 个 复 指数 信和 号 之 差 ， 
sin Ne (1-18) 
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式 (1-17) 和 式 (1-18) 的 右边 各 有 两 个 复 指数 信号 ,它们 的 角 频 率 分 别 是 由 和 一 w。 所 
以 ,这 两 个 复 指数 信号 是 以 士 w 为 角 频 率 而 围绕 单位 圆 旋 转 的 单位 复 矢 量 ， 

由 于 j 代表 虚 轴 上 的 单位 长 度 "因而 可 以 用 极 坐 标 形式 写 为 j 王 er? 。 相 应 地 ， 等 式 
(1-18) 分 母 中 的 j 就 可 以 写 为 1/j=)!1=e-iwi. 此 外 ,我 们 可 以 用 六 代替 式 (1-18) 分 
子 中 的 减 号 。 这 样 之 后 , 式 (1-18) 变 为 ， 

sin (Wp) =e (emer ee jr ) (1-19) 
中 的 两 个 复 矢 量 现在 变 成 了 相 加 的 形式 。 
我 们 来 解释 式 (1-17) ,一 个 余弦 信号 可 以 用 两 个 旋转 复 矢量 合成 我 们 在 单位 贺 
所 在 的 平面 上 夯 出 两 个 旋转 方向 相反 的 单位 复 矢 量 "w 和 :如 图 1-2 所 示 。 图 中 ， 
叶 二 ee 是正 向 旋转 的 复 矢 量 ,， 二 e“' 是 反 向 旋转 的 复 和 打量 . 显然 ,当时 间 为 零 时 , 复 
天 量 w 和 重合 于 实 轴 的 正方 向 上 ， 

为 了 图 示 的 清晰 ,我 们 把 复 失 量 v 和 ， 以 及 合成 出 余 强 信息 的 过 程 男 外 画 在 
图 1-3 中 。 在 图 1-3 中 ,两 个 复 矢 量 之 和 是 一 条 沿 着 实 轴 方 向 的 人 台 成 复 拓 量 wa 。 由 
式 (1-17) 可 知 ,我 们 需要 证 明 cos(w +) 等 于 合成 复 矢 量 Vo 长度 的 一 半 。 为 此 ,在 图 1-3 
中 从 复数 点 ee' 引 一 条 垂直 于 实 轴 的 虚线 六 因此 ,在 虚线 的 两 侧 得 到 两 个 全 等 的 直角 
三 和 角形。 因为 斜 边 长 庭 为 1, 所 以 每 个 直角 三 角形 的 底 边 都 等 于 cos (ow)， 因此 ， 
cos(wt) 确 实 等 于 合成 复 矢 量 ,长度 的 一 半 ， 丸 外 , 复 矢 其 we 的 方向 是 在 实 轴 的 方向 
上 ,所 以 ,ww 是 一 个 实数 。 这 就 验证 了 式 (1-17) 的 正确 性 ， 


图 1-2 复 平面 上 的 两 个 旋转 复 矢 量 图 1-3 用 两 个 旋转 复 矢 量 合 
成 出 一 个 祭 芝 信 号 
我 们 再 用 图 1-4 来 验证 式 (1-18) ,也 就 是 式 (1-19) 首先 由 等 式 上 -197 可 知 ,当时 
间 为 零 时 , 复 矢 量 w 和 站 分 别 位 于 负 虚 轴 和 正 虚 轴 上 ,也 就 是 谥 ,图 1.4 中 的 两 个 复 
和 过量 vw 和 vv 古 从 虚 轴 开始 旋转 的 ， 这 与 图 1-3 中 costwt} 的 情况 不 同 ， 假设 现在 的 时 
癌 为 二 所 以 , 正 频率 的 复 矢 量 旋转 了 wr 的 弧度 , 负 频 率 的 复 矢量 旋转 了 一 or 的 弧度 。 
两 个 复 矢 量 现在 旋转 到 了 图 1-4 中 的 er! 和 & “位 置 上 ;两 个 复 矢 量 之 和 就 是 图 中 的 
va， 它 在 实 轴 的 方向 上 ,所 以 是 一 个 实数 而且 ,wi 长度 的 一 半 等 于 sinfar)。 这 样 ,我 
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们 也 验证 了 式 (1-18) 的 正确 性 。 

现在 归纳 上 面 的 验证 过 程 ; 随 着 + 的 增长 ,图 1-3 和 
图 1-4 中 的 两 个 单位 复 矢 量 vv 和 +r 同步 地 正 反 向 旋转 ， 
并 在 旋转 过 程 中 人 台 成 出 沿 着 实 轴 方向 的 一 个 余弦 信号 和 
一 个 正弦 信号。 这 也 就 是 说 ;一 个 正弦 或 余 弦 信号 可 以 分 
解 为 两 个 同步 反 向 旋转 的 单位 复 矢 量 和 ee *'。 这 样 ， 
我 们 把 正 余弦 信号 与 更 基本 的 复 指数 信 和 号 联系 了 起 来 。 | 

从 式 ( 吕 -17) 和 式 (1-18) 可 以 看 出 ,在 把 一 个 正 余 颖 信 v, 


号 分 解 为 两 个 复 指数 信号 之 后 ,信号 的 频率 随即 扩展 到 了 Be Ps 
负 闫 率 的 方向 上 。 因 此 , 负 频 率 是 与 复 指数 信号 密切 相关 

图 1-4 用 两 个 旋转 复 矢量 
的 ,所 谓 “ 负 频率 "就 是 复 指数 信号 在 负 方向 ( 顺 时 针 方向 ) puede 


现在 用 频谱 的 方法 来 表示 正 余 汞 信和 号 , 复 指数 和 负 频 率 之 间 的 关系 。 比 如 ,图 1-5 
表示 了 式 (1-17) 中 那个 余弦 信号 的 频谱 。 其 中 上 图 是 余 藤 信和 号 的 幅度 谱 , 它 的 两 个 复 
指数 的 振幅 都 等 于 0. 5: 下 图 是 余弦 信号 的 相位 谱 , 两 个 复 指数 的 相位 都 等 于 零 。 所 谓 
“相位 "一般 是 指 信 号 的 “初始 相位 ", 也 就 是 +:==0 时 的 相位 。 在 式 (1-177 和 图 1-3 中 ， 
两 个 复 指 数 信 和 号 都 是 从 零 相位 开始 旋转 的 。 

1-6 表示 了 了 式 (1-18) 或 式 (1-19) 中 的 正 藤 信号 的 频谱 , 它 的 幅度 谱 与 余弦 信和 号 
完全 一 样 。 但 是 ,下 图 指出 了 正 艾 信号 有 不 同 的 初始 相位 , 它 的 正 负 两 个 复 指 数 的 初 
相 分 别 为 一 x/2 和 my/2, 这 其 实 是 式 (1-19) 右 边 的 那 两 个 复 指数 常量 eF2 和 ea 所 给 出 
的 初始 相位 ，。 


幅度 
| | 1 
一 是 有 a . 
相位 
"| 
TH 人 轴 率 
-下 
图 1-5 人 染 芯 情 号 的 频谱 图 1-6… 正 营 信 和 号 的 频谱 


最 后 指出 复 指数 信号 的 一 个 非常 有 用 的 特性 ;单一 频率 性 。 我 们 用 等 式 (1-1) 中 
的 两 个 复 指数 信和 号 来 说 明 ,但 需要 把 其 中 的 幅 衣 98 改 写 汶 owt， 
| Ee’ = Da tt) jain Cf) 


ev'=cos Cwt) OO—jsin (Cor) (1-20) 
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这 样 ,在 式 (1-20) 的 左边 ,就 是 两 个 频率 相反 的 单位 复 指数 信和 号 exp (jwt) 和 
exp( 一 jwt)。 它 们 的 频谱 都 是 只 包含 一 条 谱 线 的 线 谱 , 如 图 1-7 所 示 , 而 不 像 正 余弦 信 
号 那样 有 两 条 对 称 的 谱 线 。 此 外 ,两 个 单位 复 指数 信和 号 的 初 相 都 为 零 ,所 以 图 中 没有 
画 出 。 

从 图 1-5 和 图 1-6 可 以 看 出 ,只 要 是 实数 信和 号, 它 的 幅度 谱 一 定 是 偶 对 称 的 ,而 相 
位 谱 一 定 是 奇 对 称 的 。 但 图 1-7 的 情况 就 不 一 样 ,完全 没有 了 这 种 对 称 性 ,其 原因 是 
图 1-7 中 的 信号 不 是 实数 ,而 是 复数 


WE 诺 em 的 谱 线 
幅度 el 7 


1-7 两 个 单位 复 指数 信号 的 幅度 谱 


1.3 sinc 函数 


sine 销 数 蚌 信 号 处 理 中 最 常见 的 一 种 函数 ,可 以 定义 为 ， 


sine(x) — Sn CRE (1-21) 
元- 工 


其 中 ,z 的 取 值 范围 是 (一 00,co)， 

由 式 (1-21) 可 以 看 出 sinc(xz) 函数 的 大 概 形状 。 只 要 z 为 一 个 非 零 整数 ,sinetz) 
的 值 就 一 定 为 零 。 当 工 ==0 时 ,sine(zx) 的 值 达到 最 大 值 1。 而且, 由 于 式 (1-21) 的 分 子 
与 分 母 都 是 奇 函 数 , 所 以 sine(z) 是 一 个 偶 函 数 ， 此 外 , 当 工 在 正 负 两 个 方向 上 延伸 时 ， 
分 母 rz 的 绝对 值 线性 增加 ,而 分 子 sin(rzr) 只 在 做 等 幅 振 蔓 。 因 此 ,sinc 函数 在 z 的 正 
负 方向 上 呈现 趋 于 零 的 减 幅 振 划 。 图 1-8 画 出 了 sinc 函数 的 主要 部 分 。 由 于 sine 函 
数值 是 经 常用 到 的 ,我 们 把 函数 值 的 主要 部 分 列 于 表 1-1 中 ， 

最 后 要 说 明 的 是 ,虽然 sine(z) 在 x=0 处 有 一 个 间断 点 ,但 由 于 此 时 sinctz) 的 左 
右 极 限 都 等 于 1, 我 们 就 可 以 定义 sinc(0) 一 1, 以 去 除 这 个 间断 点 。 此 外 ;如 果 对 
云 (1-21) 右 边 的 分 式 使 用 洛 必 塔 法 则 ,也 能 得 到 同样 的 结果 。 
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图 1-8 sinc 函数 的 主要 部 分 


表 1-1 sine 函数 值 
0.0 rt 0 | | 本 
中 125 —0. 069 
站 2 gh 91 
0. 375 四 
0.5 0.0 
0. 625 0.053 ， I 
0. 75 0.071 
D0. B75 心 , O47 
1.4 傅 里 时 级 数 


在 信和 号 处 理 中 ,我 们 经 常用 到 情 里 叶 级 数 展开 的 方法 。 如 盯 把 展开 式 中 的 正 杂 性 
” 靖 数 用 复 指数 信号 表示 ,就 可 以 得 到 复 指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 ， 


1. 4. 1 周期 信号 展开 为 傅 里 叶 级 数 


把 一 个 周期 信号 展开 为 傅 里 叶 级 数 ,就 是 把 这 个 周期 信号 表示 为 无 数 个 正 余 弦 分 
量 之 和 ,这 可 以 写 为 : 
(lt) = oT Acos (让 十 本 CD8 (opt) Tb sn (ent) bsin 【2 时 十 


= a 十 y ascos (nwot) 十 > b,sin (nwot) (1-22) 


其 中 ,zx(2) 为 连续 时 域 中 的 一 一 个 周期 信号 ， 如 图 1-9 中 那样 , 它 的 周期 等 于 T, 因 此, 它 
的 攻 频 率 om 二 2x To ,一 般 叫 做 x( 四 的 频率 ;在 情 里 叶 级 数 展开 中 叫 司 基 频 , 是 依 里 叶 
展开 式 中 的 最 低频 率 ( 直 流 除外 )。 其 他 所 有 正 余 弦 分 量 的 频率 都 是 m 的 整数 倍 , 这 些 
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直 量 叫 谐 波 分 量 。 在 式 51-22) 中 ,我 们 实际 上 还 规定 了 所 有 正 余 或 分 量 的 初 相 都 
为 零 。 


把 z(t) 展开 为 伍 里 叶 级 数 , 就 是 求解 
起 (1-22) 中 的 a ,a 和 5, 的 值 ， 在 求解 这 些 值 的 
时 候 , 我 们 利用 了 三 角 函 数 的 正 交 性 原理 。 具体 
地 说 ,由 于 式 (1-22) 中 的 所 有 余弦 分 量 和 正 荡 分 
量 的 频率 都 是 基 频 的 整数 倍 , 所 以 ,在 z(t) 的 一 个 
周期 和 内 ,每 一 个 这 样 的 正 余弦 分 量 都 完成 了 自 图 1-9 连续 时 域 中 的 一 个 周期 信号 
己 的 整数 个 周期 。 比 如 图 1-10a 的 上 面 那 个 信 
号 , 它 的 频率 是 基 频 的 两 售 , 所 以 , 它 在 信号 x(1) 的 一 个 周期 [一 T,/2,T,/2] 之 内 完成 
了 自己 的 两 个 周期 。 

在 “整数 个 周期 "的 前 提 下 ,就 有 一 个 关于 余弦 分 量 正 交 性 的 原理 ;两 个 相同 频率 
的 余 芯 分 量 的 乘积 在 z(1) 的 一 个 周期 T, 内 的 积分 一 定 大 于 零 ; 而 两 个 不 同 频率 的 余弦 
分 量 的 乘积 在 x(2) 的 一 个 周期 T 内 的 积分 一 定 为 零 。 

这 可 以 用 图 1-10 来 说 明 , 图 中 的 时 间 上 从 一 五 /2 到 TT/2, 正 好 是 x(1) 的 一 个 周 
期 。 在 图 1-10a 中 ,上 面 与 中 间 这 两 个 波形 是 两 个 频率 相同 的 余弦 分 量 。 由 于 它们 的 
频率 相同 ,所 以 它们 的 乘积 ,也 就 是 图 1-10a 下 面 的 那个 波形 ,都 是 正 的 。 因 此 ,这 个 乘 
积 在 工 (所 的 一 个 周期 工 内 的 积分 就 一 定 大 于 零 。 但 是 ,在 图 1-10b 中 ,上 面 的 波形 两 
售 于 基 频 ,中 间 的 波形 三 倍 于 基 频 。 由 于 它们 的 频率 不 同 , 它 们 的 乘积 , 即 图 1-10b 中 
下 面 的 访 形 ,是 正 负 对 称 的 。 所 以 ,这 个 乘积 在 <(0 的 一 个 周期 五 内 的 积分 就 一 定 为 


零 。 这 就 是 两 个 余弦 分 量 之 间 的 正 变性 。 


cosl 2 teosl2m) 


1.0 1.0 
+ W -了 Ty/2 
-To2 Tij2 of \ | 
十 
(a) 两 个 相同 频率 余弦 分 量 的 乘积 (b) 两 个 不 同 频率 条 弦 分 量 的 乘积 


图 1-10 两 个 整数 周期 的 余弦 分 量 之 间 的 乘积 波形 ,如 果 频 率 相同 ， 
梯 积 全 部 为 正 ! 如 果 频 率 不 同 ,乘积 正 负 对 称 
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同样 可 以 证 明 ,在 整数 周期 的 前 提 下 ,两 个 正弦 分 量 之 间 也 存在 正 交 性 ， 而 在 正 
性 分 量 与 余弦 分 其 之 间 , 不 仅 当 两 者 频率 不 同时 ,积分 等 于 和 零 ; 当 频率 相同 时 ,积分 也 
等 于 零 。 
根据 这 个 正 变性 原理 ,如 果 要 计算 式 (1-22) 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 第 六 项 余 芯 分 量 
的 系数 aw* 就 只 要 对 等 式 (1-22) 两 边 同时 腰 以 cos(man ,并 在 区 间 [ 一 了 /2 Ti72] 内 
对 等 式 两 边 分 别 积分 。 积 分 的 结果 是 ,在 等 式 右边 只 有 a cos(ment) 这 一 项 的 积分 不 
为 零 , 其 他 所 有 项 的 积分 都 为 零 。 因 此 ,这 个 积分 可 以 化 简 为 ， 
| ztDeos omwspd = | .an cos Cm wot) dt (1-23) 


上 陈 右 边 的 被 积 函 数 cos (mant) 可 以 用 三 角 恒 等 式 变换 成 [1 十 cos(2mmewt)]/2。 所 以 ， 
上 式 变 为 ， 

三 xlt)cos (mot) dt = Rw anL0.5+0. 5cos (2m wt) dt (1-24) 
由 于 作 强 函数 的 正 负 对 称 性 ,上 式 右 边 的 余 纹 项 cos(2mw1) 的 积分 一 定 为 零 。 所 以 ， 


上 式 可 演算 为 ; 
| TE COS Uma ty) dr = gp 0. Sas df = 0. 5a,7., (1-25) 
因此 , 趟 (1-22) 傅 里 叶 级 数 中 的 余 艾 项 系数 ma 为 ， 
a 一 | TUE) COS Cm wot) di C1-26) 
利用 相同 的 计算 过 程 ,可 以 得 到 展开 式 (1-22) 中 直流 项 系数 的 计算 公式 
m 一 示 a z(t di (1-27) 
同样 可 以 得 到 式 (1-22) 中 正 芝 项 系数 名 的 计算 公式 ; 
六 一半 | jd dd (1-28) 


至 此 ,我们 导出 了 人 情 里 叶 级 数 展 开 式 (1-22) 中 的 直流 .余弦 和 正 绽 项 系数 的 计算 从 式 ， 
这 也 就 完成 了 对 周期 函数 z(i 的 傅 里 叶 组 数 展开 。， 


1.4.2 函数 与 展开 式 的 奇偶 性 


我 们 现在 来 观察 傅 里 叶 级 数 展开 式 的 对 称 性 。 从 式 (1-27) 的 积分 式 可 知 ,如 果 
X( 了 ) 为 奇 函 数 , 那 么 式 (1-27) 的 积分 一 定 等 于 零 。 因 此 ,我 们 得 到 一 个 结论 ,如果 zr(1) 
为 奇 力 数 ,那么 , 它 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 中 的 直流 项 系数 mw 一定 为 霍 。 

这 个 结论 很 容易 推广 到 余弦 项 ;如 果 zf 是 一 个 奇 函数 ,那么 , 式 (1-26) 中 的 被 各 
晴 数 zcosfmaan 人 也 是 一 个 奇 函 数 , 所 以 , 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 的 余弦 项 的 系数 w 一 
定 都 为 零 。 反 之 ,如 果 z( 六 是 一 个 偶 函 数 ,那么 式 (1-28) 中 的 被 积 函 数 zf)ysintm 1 
就 是 一 个 奇 隙 数 , 结 果 是 , 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 的 正 纺 项 系数 b, 都 为 零 。 

现在 把 奇偶 性 的 结论 归纳 如 下 ;在 一 个 情 里 叶 级 数 展开 中 ,如 果 z(t) 为 偶 函 数 ， 


| 
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那么 ,所 有 正 苞 分 量 的 系数 名 全 为 零 ! 如 果 zx 为 奇数 ,那么 ,包括 直流 分 量 ww 在 内 
的 所 有 余 强 分 量 的 系数 ao。 全 为 等。 我 们 用 一 个 例子 来 具体 说 明 情 里 叶 级 数 的 展 


开 过 程 。 


例 1-1 一 个 周期 信和 号 z(o 的 玻 形 如 图 1-11 所 示 ， 
它 是 一 个 周期 等 于 工 .幅度 等 于 1 宽度 等 于 T/2 的 偶 函 
数 。 要 求 把 它 展 开 为 情 里 叶 级 数 ，。 

根据 上 面 关 于 傅 里 叶 级 数 奇偶 性 的 结论 ,z( 妃 的 展开 
式 中 将 只 有 直流 项 和 余 芯 项 ,而 没有 正 营 项 。 其 中 的 直流 


项 可 以 根据 式 忆 -27) 计 算 为 ; 图 1-11 一 个 周期 为 十 的 偶 函 数 
瑟 产 nh . 
“一 于 | xD= 二 | 10xd = 去 x 卫 一 0.5 (1-29) 


所 以 ,zf 的 直流 平均 值 是 总 5， 从 图 1-11 也 可 以 看 出 xf 的 平均 值 是 0.5. 
情 里 叶 级 数 展开 式 中 祭 臣 项 的 系数 a 可 以 根据 式 (1-26) 计 算 为 ， 


py 站 
异 霹 三 TUL CO (Cr ew t) di 


TJ rp 
4 [™ 
=- 去 | 1 EC tie 


4 本 
TH Can Ts 而 


CoB CH wnt)d mwat) 


| 


Pe 
一 eT SIn (Cm wot) , 


_ sin (mo To /4 ) 
ge 了 (1-30) 


由 于 wm =2xi To Pk en To = 2 这 样 ， 上 式 可 以 改 瑟 为 ; 


_ SINn 《FIRE 
| 一 一 Pa/ 2 【1 -31 ) 


根据 1. 3 节 中 关于 sine 函数 的 定义 式 {1.21), 上 式 又 可 写 为 ， 
dm = netO0. Hm} Cl-32) 
我 们 也 可 以 按照 式 (1-28) 来 计算 傅 里 叶 展 开 式 中 正弦 项 的 系数 ， 


fr 
5 一 二 | rpsin cmanpd 


2 [un 
天 ly 1, 0 2 Sin (Cm en t) di 


+ | 
i J sin Cm ovot)}d Cm wt) 


Leos (mn 人 1 十 cos (一 更 下 关门 0 (1-33) 


所 以 , 属 开 式 中 的 所 有 正 辟 项 系数 都 等 于 零 

我 们 来 验证 这 个 展开 式 。 由 表 1-1 可 以 查 得 傅 里 叶 展 开 式 中 余弦 项 系数 的 前 5 个 值 w = 
10. 637,0.0, 一 0.212,0,0,0. 127}。x=< 的 的 直流 分 量 已 经 在 式 (1-29) 中 计算 出 等 于 0.5 用 直流 
项 和 前 5 个 余 荡 分 量 可 以 近 仙 地 各 成 出 zt1) 的 波形 ,这 个 合成 过 程 画 在 了 图 1-12 中 。 其 中 ,上 
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图 是 直流 分 量 和 前 5 个 谐 波 分 量 的 波形 (二 次 和 四 次 谐 波 分 量 等 于 零 而 没有 画 出 }。 下 图 基 合 成 


出 的 zt 外 的 近似 波形 ， 

图 中 有 一 点 值得 说 明 ; 三 次 谐 波 分 量 的 幅度 人 等 于 一 0.212, 但 在 图 1-12 的 上 图 中 ,这 个 负 
导 被 表示 为 反 相 , 即 180 的 相称 。 所 以 ,这 个 三 次 谐 波 分 量 被 说 成 所 帆 等 于 0.212, 而 茹 相等 于 
f 或 一 rr。 


图 1-12 用 直流 分 量 和 前 5 个 谐 波 分 量 委 加 之 后 
可 以 得 到 近似 的 去 已 该 形 


1.4.3 复 指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 


在 1.2 市 中 ,我 们 说 明了 正 余 弦 信 号 可 以 用 复 指数 信和 号 来 表示 。 所 以 , 傅 里 叶 绥 
数 同样 也 可 以 表示 为 复 指数 形式 ， 
在 把 式 (1-22) 中 的 每 个 正 余弦 分 量 蔡 换 成 一 对 复 指数 信和 号 之 后 , 式 (1-22) 就 变 为 ， 
rz(D =a + Da (Se )+ N= 一 二 一) (1-34) 
在 上 式 中 ,我 们 把 两 个 连 加 a a WL 
率 的 复 指 数 项 两 两 合并 起 来 ,并 注意 将 后 一 个 连 加 运算 中 的 17j 变 为 一 j。 这 样 ,上 式 
可 演算 为 ， 
x(1) = nm 十 i 二 Ei) 一 | 了 (em 一 ei! ) 


一 3 2 jn, 十 本 十 yy dm jms (1-35) 
n= | = | 


在 上 式 中 ;用 5 化 吾 rl) 的 直流 分 量 too 第 一 个 连 加 运算 中 的 各 项 都 是 负 频 率 
的 复 指 数 ,用 XX 代替 (a 十 jh )/2, 用 站 ;代替 (a 十 j6)/2,…。 对 于 第 二 个 连 加 运算 ， 
用 车 代替 (Ca 一 j6,)/2, 用 外 :代替 (as 一 j8;) /2,…。 这 样 就 得 到 了 非常 简单 的 复 指数 形 
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式 的 情 里 叶 级 数 ; 
TI) = 十 Wo 十 Ne 十 证 es 
= De (CL=36) 


= 


而 且 ;内 要 rt) 为 实 肾 数 是 与 是 , 陨 一 是 互 为 共 斩 ， 
我 们 现在 要 做 的 是 求解 式 41-36) 中 的 已 ,比如 ,我 们 希望 计算 出 第 到 项 复 指数 分 
量 的 系数 六 。 为 此 ,在 式 (1-36) 两 边 同 时 恒 以 exp( 一 jment?) 然 后 在 zt1) 的 一 个 周期 
内 计算 积分 ， 
| zemaes= | (DD Ke ) ed (1-37) 


将 上 式 右 边 的 连 加 号 与 积分 号 交换 顺序 ,并 注意 到 X, 与 + 无 关 而 可 以 提 到 积分 号 之 
前 。 这 样 ,上 式 变 为 ; 


| x = DX,| erm (1-38) 


我 们 把 式 (1-38) 中 的 n 一 m 记 作 六 显然 ,上 也 是 一 个 整数 。 
现在 根据 欧 拉 恒等式 ,把 被 积 函 数 中 的 复 指数 分 解 为 一 对 正 余弦 信号 。 因 此 ， 
式 人 -38) 右 边 的 每 一 个 积分 式 都 可 以 写 为 ， 


| citrmiwidly 一 f etd 一 PF COS Cot)de +ji | sin (ku,t) dt (1-39Y 


我 们 先 讨论 n 隆 m( 即 &#0) 的 情况 。 因 为 积分 有 是 在 zt) 的 一 个 信和 号 周期 T 内 进 
行 的 ,所 以 ,积分 式 中 的 两 个 正 余 弦 信 和 号 正好 完成 了 各 自 的 上 个 整 周期 ， 由 于 正 余 芝 
信和 号 是 正 负 面积 相等 的 ,所 以 式 (1-39) 中 的 两 个 积分 式 一 定 都 是 零 ， 这 就 是 说 ， 
式 (1-38) 右 边 的 所 有 "天 mm 的 积分 项 都 等 于 零 ; 而 仅 当 n=m 时 ,积分 等 于 TT。 由 此 ， 
式 (1-38) 可 以 化 简 为 : 


| z(t edi = TX (1-40) 
由 上 式 可 以 得 到 ， 
Tr | z(t)e eid (1-41) 
而 二 了 


式 (1-41) 就 是 复 指数 形式 情 里 叶 级 数 的 系数 计算 公式 ;其 中 的 充 , 为 z(t1) 的 直流 
分 量 , 久 1 入 | 为 x() 的 两 个 基 频 复 指 数 分 量 的 系数 ;其 余 的 贸 。, 入 ,为 各 谐 波 复 指 
数 分 量 的 系数 。 这些 X, (包括 X_, 和 XX,) 一 般 都 是 复数 ,它们 的 模 表 示 复 指数 分 县 的 
振幅 ,而 幅 角 表示 复 指数 分 基 的 相位 。 


1.5 傅 里 时 变换 与 反 变 换 


于 一 让 讨论 的 情 里 叶 级 数 展开 只 适用 于 周期 信和 号。 我们 还 有 另外 一 类 信号 ,叫做 
非 周期 信 叶 。 它 们 在 (一 ,ce) 范 围 内 只 有 一 个 脉冲 波形 ,比如 图 1-13 中 的 z(t)。 对 
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于 这 一 类 非 周 期 信和 号 进行 频 域 分 析 , 可 以 信用 上 
一 节 的 傅 里 叶 级 数 展开 法 。 具 体 的 做 法 是 : 先 把 
这 种 非 周期 信号 看 成 像 图 1-11 中 那样 的 周期 信 
号 ,然后 令 它 的 周期 元 趋 于 无 穷 大 。 


1.5. 1 情 里 时 变换 


在 把 图 1-13 中 的 x(1) 看 成 周期 信和 号 之 后 ,就 ”图 1-13 一 个 非 周期 信号 的 波形 
可 以 把 它 展 开 成 式 (1-36) 的 形式 ,其 中 的 复 指数 分 其 的 系数 可 以 用 式 (1-41) 来 计算 ， 


1 Ta 1 
X = 二 | zp) ebm dy (1-42) 
0 dm 


上 式 中 ,用 2x 记 代替 了 式 (1-41) 中 的 ww。 

因为 工 六 是 一 个 像 图 1-13 中 那样 的 非 周 期 信号 ;所 以 ; 式 (1-42) 申 的 积分 值 ( 不 
世 括 积分 号 前 的 1/T,) 一 十 是 有 限 的 ( 即 不 是 无 穷 大 )。 因 此 , 当 我 们 令 T 趋 于 无 穷 大 
的 时 候 , 半 ,一 定 趋 于 等 。 为 了 避免 X 等 于 零 , 可 以 先 在 式 (1-42) 的 两 边 同 时 乘 以 T,， 
这 也 等 同 于 除 以 及。 这 样 , 式 (1-42) 变 为 ， 

a [a (te  ™ dt (1-43) 

上 式 左边 的 X。y 万 的 意思 是 ,把 周期 信和 号 x(1) 的 每 一 个 复 指数 分 有 量 的 幅度 (也 包括 相 
忆 ) 均 习 地 分 摊 到 它 所 在 的 带宽 等 于 所 的 频带 内 。 所 以 ,并 ,/ 记 表示 了 x(t) 的 复 指数 
分 量 的 幅度 随 频 率 的 密度 分 布 ,因而 也 可 以 叫做 x(2) 的 幅度 密度 谱 。 

现在 就 可 以 令 xn 的 周期 五 趋 于 无 穷 大 ,因而 ,zx 就 变 为 图 1-13 中 那样 的 非 周期 信 
号 。 由 于 五 赵 于 无 穷 大 , 式 (1-43) 中 的 护 就 趋 于 零 。 这 就 是 说 ,原先 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 
各 个 复 指数 分 量 之 间 的 频率 间隔 现在 已 经 赵 于 零 ,使 原来 的 线 谱 变 成 了 一 个 连续 谱 。 相 应 
地 , 式 (1-43) 右 边 的 mm 所 就 变 为 连续 谱 中 的 一 个 频率 f ,而 式 (1-43) 左 边 的 筷 / 太 就 变 为 我 
们 想 要 的 帆 度 密度 谱 六 (让 。 因 此 , 当 工 趋 于 无 穷 大 时 ,由 式 (1-43) 得 到 ， 


Xf = | xr) ei di (1-44) 


等 式 (1-44) 就 是 非 周 期 信号 z(2) 的 健 里 叶 变 换 计 算 公 式 。 为 了 保证 式 (1-44) 积 分 的 
存在 ,要 求 被 积 晴 数 zx(?f) 是 绝对 可 积 的 。 
作为 一 个 例子 ,我 们 用 式 (1-44) 来 计算 图 1-13 中 zxz(w) 的 健 里 叶 变 换 ， 


ee i 3 
XcCPD= | z(Deaad = | Temidt = — 1 (ew er)— nr) 
ua -a 一 Jer 产 fr 


上 式 最 右边 的 那个 分 式 是 一 个 sinc 函数 ,因而 上 式 可 以 写 为 

C=sInet fr) (1-45) 
由 式 (1-45) 可 知 , 革 (万 的 幅度 谱 有 图 1-8 中 那样 的 形状 。 当 f= 土 Ur, f= 土 2/r、… 
时 ,幅度 谱 都 等 于 零 ; 而 x(t) 的 相位 谱 则 处 处 为 零 。 具 体 的 频谱 图 将 在 下 面 的 1.7 节 
中 画 出 。 在 那里 ,我 们 还 要 把 sinc 函数 的 负 号 归 A 入 相位 中 ， 
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1. 5.2 傅 里 叶 反 变换 


我 们 用 上 面相 似 的 方法 来 推导 傅 里 叶 反 变换 公式 。 首先 把 周期 信号 的 傅 里 叶 展 
开 式 (1-36) 改 写 为 下 面 的 形式 ， 
5 一 ae (1-46) 


上 式 中 的 慰 / 广 就 是 式 (1-43) 中 的 天 /万 , 而 太一/ 2m。 

对 于 式 (1-46) 的 右边 , 当 我 们 令 万 赵 于 零 [也 就 是 令 zx(#) 的 周期 五 赵 于 无 穷 大 ] 的 时 
候 ,nf, 变 为 连续 谱 中 的 一 个 频率 户 万 变 为 一 个 无 限 窗 的 频带 dF, 避 7 万 变 为 式 (1-44) 中 的 
了 万 ,而 式 (1-46) 中 的 连 加 运算 变 成 了 一 个 积分 运算 。 这 样 , 式 (1-46) 就 可 以 写 为 ， 


zDD=| Xd (1-47) 


上 式 就 是 我 们 想 要 的 健 里 叶 反 变换 计算 公式 ， 
下 面 解释 式 (1-47) 傅 里 叶 反 变换 的 含义 。 为 了 便于 解释 ,我 们 使 用 一 个 具体 的 信 

号 ,这 陨 是 图 1-13 中 的 波形 zk ,并且 让 其 中 的 r=1;, 因 此 ,计算 z(t 傅 里 叶 变 换 的 

式 (1-45) 现 在 变 为 : 

sin xf) 


Xf (1-48) 


把 上 式 中 从 一 1.0 到 1.0 频率 范围 内 
的 X( 广 画 在 图 1-14 中 ;这 是 非 周 期 信号 
(四 的 健 里 叶 变 换 羡 ( 门 的 主要 部 分 ,而 且 
在 这 一 范围 内 的 相位 处 处 为 零 。 我 们 的 解 
释 就 是 用 这 个 颖 率 范围 内 的 苹 ( 让 通过 传 
里 叶 反 变换 近似 地 还 原 出 x(), 因 而 可 以 


_。 子 区 间 内 不 让 
二 一 -与 /的 近似 值 


比较 具 体 地 知道 X( 万 的 售 交 。 
我 们 首先 把 图 1-14 中 的 这 个 频率 范围 图 1-14 非 周 期 信和 号 z(t) 幅度 谱 的 主要 部 
划分 为 8 个 等 宽度 的 子 区 间 ,因而 每 个 子 区 分 被 划分 成 了 8 个 等 宽 的 子 区 间 


间 的 市 贸 B, 二 0. 25; 每 个 子 区 间 内 的 XX( 让 近似 地 用 子 区 间 内 离 纵 坐标 最 近 的 那个 
评 ( 让 值 来 表示 ,相应 地 ,每 个 子 区 间 的 频率 也 用 离 纵 坐标 最 近 的 那个 频率 / 来 表示 ，。 
这 样 就 构成 了 图 1-14 中 的 8 个 矩形 。 

现在 , 傅 里 叶 反 变换 式 (1-47) 的 积分 可 以 近似 地 通过 图 1-14 中 的 8 个 矩形 以 累加 
的 方式 来 计算 ; 


二 
(人 = 六 [大 (加 从 XC RB, ye Tm. (1-49) 
二 会 癌 
由 于 忒 ( 万 是 侦 对 称 的 ,所 以 上 式 可 以 简化 为 : 
rt) ss >) XRBoY Ce 十 ese )B, (1-50) 


出 写 避 


利用 欧 拉 恒等式 ,上 式 又 可 以 变 为 : 


到 /和 斋 /论坛 
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加 
TH == 2B > XRB, Yeos (2rkBot) (1-51) 
由 w= 


由 表 1-1 可 以 查 得 每 个 于 区 间 的 蕊 (万 近似 值 分 别 等 于 {1.00,0. 90,0. 64,0. 30});} 
此 外 ,B, 二 0.25。 将 它们 代 大 式 (1-51) 之 后 , 式 (1-51) 变 为 ; 
TE0, S00. 45c0s (2x 0. 257)T0. 32c08 (2x 0. 5t) 40. 15co0s (2x X00. 757) 
(1-52) 
利用 式 (1-52) 可 以 画 出 x(1) 的 近似 波形 ， 
如 图 1-15 所 示 。 图 中 上 面 的 x 0) 到 zx; 人 (0) 的 4 
个 波形 分 别 对 应 于 式 (1-52) 右 边 的 第 一 项 到 第 
四 项 。 可 以 预计 , 随 着 式 (1-49) 中 使 用 的 频率 
范围 向 正 负 两 侧 的 不 断 扩 展 以 及 子 区 间 的 不 断 
变 窗 ,我 们 最 终 将 得 到 z(2) 的 确切 波形 (图 1-15 
中 的 虚线 方 波 ), 这 时 的 等 式 (1-497 就 变 为 
式 (1-47) 的 傅 里 叶 反 变换 ， 人 
从 上 面 的 分 析 可 以 清楚 地 看 出 ,六 (让 是 一 二 一 一 二 一 本 一 [一 
个 幅度 密度 谱 #; 在 任何 一 个 频率 点 上 , 它 只 是 一 
个 幅度 为 无 穷 小 的 复 指数 ， 而 在 某 一 个 窄带 内 1-15 根据 情 里 叶 反 变换 公式 很 
的 总 和 才 是 一 个 有 限 幅 度 的 复 指数 ， 出 的 z( 妇 的 近似 值 波形 


1.6 ”能 量 信号 与 功率 信号 


根据 信号 包含 的 功率 和 能 量 的 名 少 ,可 以 把 信和 号 分 为 能 量 信 号 和 功率 信和 号。 我 们 
先 来 看 一 个 很 熟 番 的 例子 ;一 个 电压 的 功率 和 能 量 ， 

在 电子 线路 中 ,一 个 电压 的 功率 规定 为 把 这 个 电压 加 到 10 电阻 上 所 产生 的 功率 ， 
比如 ,有 一 个 电压 v0 , 它 的 功率 可 以 表示 为 : 
D0) C1-53) 

我 们 一 般 希 望 知 道 一 个 电压 的 平均 功率 。 因 此 ,需要 把 全 部 时 间 范 围 内 的 功率 加 
起 来 ,再 除 以 时 间 的 总 长 度 , 而 时 间 范 围 一 般 是 (一 a0,25)。 所 以 ,一 个 电压 的 平均 功 


pi) = 


率 可 以 表示 为 ， 
P= lim 直 | pl dt = lim im 卉 |， 由 (1-54) 
由 上 式 可 以 得 到 这 个 电压 在 全 部 时 间 范 围 内 才能 基 的 计算 公 守 。 
NC lim| pCa a lim | mod (1-55) 


现在 从 电压 vt#) 回 到 信和 号 x(2) (电压 当然 也 是 信号)。 信 和 号 x() 的 总 能 量 可 以 表示 为 ; 
E= lim| zd (1-56) 


fy0 EY WE sri 
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而 信号 zt 已 的 平均 功率 可 以 表示 为 ， 


本 
P= lim 5 | 《7 《1-57) 


有 了 式 (1-56) 和 式 (1-57), 就 可 以 把 信号 区 分 为 能 量 信 和 号 与 功率 信号 ;如 果 一 个 
信号 的 总 能 量 小 于 无 穷 大 ( 它 的 平均 功率 一 定 为 零 ), 那 么 ,这 样 的 信号 就 叫做 能 量 信 
号 。 比 如 ,一 般 的 非 周期 信号 。 如 果 一 个 信号 的 平均 功率 大 于 零 是 小 于 无 穷 大 ( 它 的 
总 能 量 就 一 定 是 无 穷 大 ) ,那么 ,这 样 的 信和 号 就 叫做 功率 信号。 比如 ,一 般 的 周期 信号。 
此 外 还 有 第 三 类 信号, 即 , 既 非 能 量 信号 又 非 功 率 信号 的 信和 号 ,比如 一 个 发 散 的 指数 信 
号 , 它 的 功率 赵 于 无 穷 大 ,但 这 类 信号 在 实际 应 用 中 是 极为 少见 的 。 


1. / 线 请 与 连续 谱 


在 1.2 节 中 的 复 指数 信号 讨论 中 ,我 们 见 到 了 图 1-5、 图 1-6 和 图 1-7 中 的 线 谱 ， 
而 且 , 钱 谱 是 与 复 指数 信和 号 关联 的 。 在 1. 5 节 的 傅 里 叶 变 换 中 ,我 们 把 一 个 非 周 期 信 
号 表示 成 一 个 连续 庶 。 显 然 , 线 谱 与 连续 谱 有 不 同 的 含义 。 我 们 将 分 别 讨论 线 谱 和 连 
续 谱 ,然后 对 两 者 进行 比较 ， 


1.7.1 线 谱 


在 1.43 节 中 ,我 们 把 傅 里 叶 级 数 表示 为 复 指 数 的 形式 ,这 就 是 等 式 (1-36) 
云 (1-36) 中 的 每 一 项 都 是 一 个 复 指 数 信和 号, 并且 由 两 个 因子 组 成 ;一 个 因子 是 频率 等 
于 now 的 单位 复 指数 ; 另 一 个 因子 是 X%, ,用 来 表示 这 个 复 指 数 的 幅度 和 相位 。 所 以 ， 
式 (1-36) 中 的 每 一 个 复 指数 信和 号 都 有 自己 的 频率 .幅度 和 相位 。 如 果 我 们 以 频率 为 自 
变量 ,那么 幅度 和 相位 就 可 以 看 成 频率 的 函数 。 这 样 就 建立 起 了 描述 每 个 复 指数 信号 
的 师 频 特性 和 相 频 特性 ,这 就 是 复 指数 信号 的 幅度 谱 与 相位 谱 。 因 为 这 些 幅 度 谱 与 相 
位 谱 剖 是 由 一 些 孤 立 的 直线 组 成 的 ,所 以 这 些 幅 度 谱 与 相位 谱 被 叫做 线 谱 。 
我 们 再 用 一 个 余弦 信号 来 说 明 线 谱 的 含义 。 假 定 这 个 余 纹 信号 的 振幅 为 1. 8, 频 
率 为 500 Hz, 初 始 相位 为 0. 7x, 因 而 ,这 个 余 粥 信和 号 可 以 写 为 ， 
Xl)=]. Becos (2x5001+0, 7x) {1-58) 
把 上 式 改 写 为 复 指数 的 形式 
| Ei Te — jiao0 | Tm) 
xr(t)=]. Bx || 
=0. 9e ein 十 站 ge Pre” Po (1-59) 
这 样 ,一 个 余弦 信号 被 分 解 成 了 两 个 复 指数 信号 ,它们 有 相等 的 幅度 .相反 的 频率 


和 相反 的 相位 。 我 们 把 式 (1-59) 中 的 两 个 复 指数 信号 用 频谱 图 画 出 ,如 图 1-16 所 示 。 
而 且 ,频谱 图 中 的 每 一 条 谱 线 都 表示 了 一 个 实际 存在 的 复 指数 信号. 


WY 由 泌 网 -论坛 
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图 1-16 一 个 余弦 信和 号 的 幅度 谱 和 相位 谱 , 这 两 个 谱 图 都 是 线 谱 
此 外 ,图 1-16 中 的 相位 谱 不 同 于 图 1-5 中 的 相位 谱 。 其 原因 是, 式 (1-58) 中 和 包 会 
了 一 个 0.77 的 初 相 ;而 图 1-5t 和 包括 图 1-6) 中 的 复 指 数 信 和 号 都 是 初 相 为 零 的 情况 。 
1.7.2 连续 谱 


连续 谱 是 由 非 周 期 信号 通过 傅 里 叶 变 换 得 出 的 。 而 且 , 非 周期 信号 的 连续 谱 应 该 被 
看 成 信号 的 复 指 数 分 量 的 密度 谱 , 表 示 每 单位 频带 内 的 复 指数 分 量 的 幅度 与 相位 。 在 前 
面 的 式 (1-45) 中 ,我 们 已 经 计算 出 了 图 1-13 中 x( 四 的 频谱 臣 ( 让, 它 是 一 个 sinc 函数 ， 
我 们 按照 式 (1-45) 画 出 了 XX( 力 的 幅度 谱 , 如 图 1-17 的 上 图 所 示 , 其 中 , 方 一 1 r。 


Hi) 


图 1-17 一 个 非 周期 信号 的 谱 图 ， 它 的 幅度 谱 是 连续 谱 ,相位 谱 等 于 零 或 士 x 


5 By | es r 1 | We 和 
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根据 式 (1-45) 的 计算 ,图 1-13 中 x(1) 的 相位 谱 慢 等 于 零 , 这 是 因为 zt 的 对 称 中 
心 位 于 +=0 的 纵 坐 标 。 但 是 ,因为 sinc 函数 的 值 是 正 负 交替 的 ( 见 图 1-8), 所 以 ,在 把 
多 ( 门 分 解 成 幅度 谱 和 相位 谱 的 时 候 ,sinc 函数 值 中 的 那个 负 号 就 应 该 归 人 相位 谱 中 ， 
这 就 使 图 1-17 下 面 的 相位 谱 中 出 现 了 士 r 的 相位 。 实 际 上 ,图 中 士 x 的 选择 不 是 唯一 
的 ,因为 对 于 正 余弦 天 数 而 言 , 士 r 是 完全 一 样 的 。 图 中 的 选择 仅仅 是 为 了 表示 相位 谱 
的 奇 对称 性 。 

1.7.3 线 谱 与 连续 谱 的 关系 

线 谱 与 连续 谱 之 间 的 关系 就 好 比 连续 时 域 中 的 8(0) 与 z( 蚊 之 间 的 关系 [8(D 将 在 
3.2. 1 节 中 说 明 ]。x() 在 时 间 上 是 连续 的 , 它 的 能 量 分 散 到 了 所 有 时 间 点 上 ,因此 在 
任意 一 个 时 间 点 上 的 能 量 都 是 无 穷 小 。 但 8(7) 的 能 量 完全 集中 在 某 个 时 间 点 上 。 对 
此 ,我们 还 可 以 有 下 面 的 力学 比喻 ， 

在 图 1-18 的 两 个 分 图 中 ,横梁 受到 相等 的 IN 力 的 作用 ,但 作用 方式 不 同 。 图 1- 
18a 中 把 1kg 重 的 沙子 堆放 在 横梁 上 。 因 此, 沿 着 横梁 长 度 方向 上 处 处 承受 到 了 压强 ， 
但 在 每 一 点 上 的 压力 都 等 于 零 。 连 续 谱 就 好 比 这 个 情况 。 它 在 每 一 个 频率 点 上 的 能 
量 是 无 穷 小 。 把 所 有 灯 率 范围 内 的 能 量 加 起 来 就 得 到 信号 的 总 能 量 ， 

在 图 1-18b 中 ,1N 的 力 只 作用 在 横梁 的 一 个 点 ( 即 PP 点) 上。 在 沿 着 横梁 长 度 方 
加 上 的 其 他 地 方 , 受 力 都 等 于 零 。 但 在 己 点 上 ,横梁 受到 的 压强 是 无 穷 大 。 线 谱 就 好 
比 是 这 个 单 点 力 的 情况 , 它 在 某 个 频率 点 有 一 定 的 功率 ,因而 有 无 穷 大 的 能 量 , 但 在 其 
他 频率 点 上 的 能 量 都 等 于 零 。 


IN 的 力 沙子 OT 
PP 
< 一 横梁 
(a) 受到 连续 分 布 的 负载 tb) 受到 单 点 力 的 负载 


图 1-18 横梁 的 受 力 情况 


小 结 


口 在 信号 处 理 中 ,复数 的 直角 坐标 与 极 坐 标 之 间 的 转换 是 经 常用 到 的 。 复 函数 的 
周期 性 .多 值 性 和 等 比 级 数 求 和 也 是 在 信号 处 理 中 经 常用 到 的 。 

叫 复 指数 信号 是 最 小 的 信号 单位 , 它 与 负 频 率 是 密切 相关 的 。 正 纺 或 余弦 信号 可 
以 表示 为 一 对 正 负 频率 复 指数 之 和 或 之 差 ; 而 单独 的 一 个 复 指数 信和 号 可 以 用 一 
对 正 交 的 余弦 和 正弦 分 量 组 成 , 复 指 数 信号 具有 单一 频率 的 特点 。 

口 sinc 函数 是 信和 号 处 理 中 最 常见 的 函数 之 一 , 它 的 形状 是 一 个 沿 水 平 轴 向 正 负 两 


JP 应 这/ 风 论坛 a 
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侧 延 伸 并 趋 于 零 的 减 幅 振荡 。 

口 傅 里 叶 级 数 展 开 法 可 以 把 周期 信号 分 解 为 许多 谐 波 分 量 之 和 。 分 解 时 利用 了 三 
角 函 数 的 正 交 性 原理 。 傅 里 叶 级 数 还 可 以 表示 为 复 指数 的 形式 。 

口 博 里 叶 变 换 适 用 于 非 周期 信号 的 谱 分 析 , 它 可 以 看 作 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 的 信 
号 周期 艳 于 无 穷 大 时 的 情况 。 傅 里 叶 变 换 产 生 的 是 连续 谐 ,表示 信号 的 幅度 


(能 量 ) 随 频率 的 密度 分 布 。 

口 我 们 见 到 的 大 多 数 信 号 都 可 归 入 能 基 信 号 或 功率 信和 号: 非 周期 信号 属于 能 基 信 
号 ,周期 信号 属于 功率 信号 。 

口 线 谱 表示 了 复 指数 信和 号 的 频率 .幅度 和 相位 ,所 以 , 线 谱 也 就 表示 了 周期 信号 的 
频率 ,幅度 和 相位 。 

口 连 续 谱 所 表示 的 是 非 周期 信号 的 幅度 (能 量 ) 和 相位 随 频 率 的 分 布 , 表 示 了 每 单 
位 频 市 内 的 复 指数 分 量 的 幅度 和 相位 。 

习题 


1.1 画 出 下 面 3 个 余弦 函数 之 和 的 波形 ， 
Zeont)— 1. cost Zent) —0, cos( dont) 
说 明 zx 所 是 奇 对 称 还 是 偶 对 称 。 
1, 2 证 明 : 
和 0D， 1 SEE 府 

二 sin Cmwot SI (Crt di = ue ee 
其 中 ,一 2 To。 
1.3 将 下 面 的 工 (总 波形 属 开 为 傅 里 叶 级 数 ， 


1.4 确定 下 列 信和 号 的 周期 , 画 出 它们 的 波形 ,并 计算 它们 的 平均 功率 ， 

(1) 3c0os(314t) 

(2) eost 00xtt x 3) 2sin( 100x) 

(3) snt 150nxi) 

1.5 和 画 出 下 列 信 和 号 的 波形 ,并 计算 它们 的 能 量 , 其 中 utr) 为 单位 阶 医 函 数 。 

C1) ee "w(t) 

2) alt) — utt— 15) 

(3) cost Orxt}u(tr) u(t2—1) 

1.6 试 确定 下 列 信 号 中 ,哪些 是 功率 信号 ,哪些 是 能 量 信和 号 。 对 于 功率 信号 ,计算 它们 的 平 
均 功 率 ; 对 于 能 量 信号 ,计算 它们 的 能 量 . 
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(1) cost 3nt) + sin( DT 

(C2) ee "wr) 

(3) evau(r) 

1.7 一 个 周期 信和 号 有 下 面 的 波形 : 


试 确定 ， 

(2) 傅 里 叶 展 开 式 中 正 芯 分 量 所 的 值 ,说 明理 由 ， 

(3) 如 休 把 情 里 叶 展 开 式 表示 为 复 指数 形式 ,那么 它 的 系数 是 实数 .虚数 还 是 复数 ” 说 明 
理由 。 

1.8 如 条 z(t 四 是 实数 和 偶 对 称 的 , 试 证 明 它 的 傅 里 叶 变 换 可 以 简化 为 ; 


X= :| rryeos C2xnfi yd 
并 说 明 (用 也 是 实数 和 偶 对 称 的 ， 
1.9 如 果 zt) 是 实数 和 奇 对 称 的 , 试 证 明 它 的 情 里 叶 变 换 可 以 简化 为 ， 
KE fe 3| zt sin Caxft yd 
并 说 明 X 六 是 虚数 和 奇 对称 的 。 
1. 10 一 个 实数 信和 号 zt) 的 傅 里 叶 变 换 可 以 表示 为 下 面 的 幅度 和 相位 两 部 分 ， 
RN=| ECA |expL ji | 
证 明 它 的 幅度 是 侦 函数 ,相位 是 奇 函 数 , 即 ,|XC)|=|X( 一 户 | 开门 二 一 做 一 门 ， 
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2. 1 数字 信号 处 理 系统 


数字 信号 处 理 (Digital Signal Processing,DSP) 是 一 种 对 客观 世界 中 的 物理 现象 进 
行 数 字 分 析 和 处 理 的 技术 。 完 成 这 种 分 析 和 处 理 的 系统 叫做 数字 信号 处 理 系 旦 (DSP 
系统 )。 由 于 周围 的 大 过 数 信 号 都 是 模拟 量 , 所 以 ,在 进行 数字 信和 号 处 理 之 前 ,必须 把 
这 些 模 拟 量 转化 为 数字 量 。 这 个 转换 要 使 用 模 数 转换 器 (ADCJ。 此 外 ,在 数字 信和 号 处 
理 系统 把 处 理 完成 的 数字 信息 输 出 之 后 ,还 必须 用 数 模 转换 器 (DAC) 把 数字 信和 号 还 原 
成 模拟 信和 号 ,信号 才 可 以 被 使 用 。 所 以 ,一 个 完整 的 数字 信和 号 处 理 系统 应 该 包括 3 部 


分 : 模 数 转换 器 .数字 信和 号 处 理 系 统 和 数 模 转换 器 ,如 图 2-1 所 示 。 


图 2-] 一 个 完整 的 数字 信号 处 理 系统 

我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 DSP 处 理 是 如 何 进行 的 。 这 个 简单 的 处 理 任 务 是 
计算 出 最 近 的 4 个 输入 样 点 的 平均 值 ,将 其 作为 
DSP 系统 的 输出 。 这 实际 上 是 完成 一 项 低 通 滤 
流 的 任务 。 比 如 , 当 数 字 信 号 中 来 淋 融 频 曝 声 
时 ,就 可 以 司 用 这 种 方法 ， 

我 们 假设 输入 的 数 宇 样 点 工 (8 为 变 夫 的 
1.0 和 一 0.5, 如 图 2-2 所 示 , 其 中 的 a 是 从 零 开 
始 递增 的 整数 .按照 处 理 任 务 的 要 求 ,可 以 设计 
出 一 个 数字 信号 处 理 系统 ,而 描述 这 个 数字 信号 处 理 系 统 的 是 下 面 的 差分 方程 ， 

ytn)=0. 25X [rn)+zrtn—1)r(tn—2)7r(n—=3)]| 

处 理 系统 的 计算 框图 可 以 根据 这 个 差分 方程 画 成 图 2-3 的 样子 。 图 中 的 x 方 框 

表示 延迟 一 个 采样 周期 ,这 就 是 ,把 每 个 =-! 方 框 输入 端 上 的 样 点 值 记忆 下 来 ,在 下 一 


图 到 2 系统 的 输入 信和 号 
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个 采样 周期 时 送 到 它 的 输出 端 。 图 2-3 中 下 面 的 3 个 加 法 器 完成 对 工 (m2) 到 (mn 一 3) 这 
4 个 最 近 输 入 样 点 的 求 和 。 这 样 求 得 的 输出 信号 ytn) 示 于 图 2-4 中 。 

对 照 图 2-2 和 图 2-4 可 知 , 这 个 DSP 系统 确实 完成 了 低 通 滤波 的 任务 , 它 消除 了 
图 2-2 中 的 高 上 振 落 , 因 而 还 原 出 了 埋 在 高 频 振 荡 中 的 幅度 等 于 0. 25 的 直流 信和 号。 


x(n-1) [一 | s(n-2) 三 


Eg nm) 


图 2-3 DSP 系统 的 计算 框图 图 2- DSP 系统 的 输出 信号 


2.2 原理 与 实现 


数学 信 号 处 理 技术 可 以 分 为 原理 和 实现 两 大 方面 。 原 理 是 讲 数字 信号 处 理 的 基 
本 理论 和 算法 ,比如 ,让 波 器 是 如 何 设计 的 ,离散 传 里 叶 变 换 是 如 何 计算 的 ,等 等 。 数 
字 信 和 号 处 理 的 原理 并 不 涉及 具体 的 实现 方法 ， 

数字 信和 号 处 理 的 实现 是 指 把 一 个 用 高 级 语言 写成 的 DSP 算法 转变 成 信号 处 理 器 
中 的 一 道 程序 或 一 个 专用 芯片 。 因 此 ,数字 信号 处 理 的 原理 与 实现 是 相互 没有 太 大 联 
系 的 两 件 事 。 本 书 是 讲 数字 信号 处 理 原 理 的 ,所 以 不 会 涉及 信和 号 处 理 器 的 内 容 ， 


2. 3 硬件 与 软件 


数字 信和 号 处 理 的 实现 有 硬件 和 软件 两 种 方法 。 硬 件 方法 是 指使 用 专用 电路 来 完 
成 ,比如 采用 ASIC.ASSP 或 FPGA 等 。 这 种 实现 方法 不 是 依靠 执行 指令 或 程序 完成 
的 ,而 是 在 时 钟 的 同步 控制 下 ,使 数字 信和 号 流 过 专用 电路 内 的 一 连 串 运 辑 部 件 , 并 最 后 
出 现在 输出 山上 。 这 些 专 用 电路 包括 卷 积 器 ,相关 峰 ,FFT 芯片 等 。 在 许多 年 以 前 ,由 
于 数字 信号 处 理 器 的 速度 达 不 到 许多 DSP 任务 的 速度 要 求 , 所 以 在 数字 信号 处 理 系 统 
的 关键 部 位 必须 使 用 DSP 专用 电路 。 但 随 着 处 理 器 速度 的 提高 ,大 字数 DSP 专用 电 
有 足 已 经 逐渐 被 通用 的 DSP 芯片 和 其 他 通用 处 理 器 所 代替 ， 

所 以 ,现在 的 数字 信和 号 处 理 几 乎 都 是 用 软件 完成 的 ,软件 方法 又 可 分 为 DSP 处 理 
全 的 方法 和 通用 处 理 器 的 方法 。DSP 处 理 器 的 方法 一 般 是 依靠 汇编 语言 程序 完成 的 ， 
即 一 套用 汇编 语言 写成 的 ,在 某 个 特定 DSP 处 理 器 上 执行 的 程序 。 通 用 处 理 器 的 方法 
年 指使 用 个 人 电脑 或 其 他 通用 计算 机 系统 来 完成 DSP 处 理 任务 ,其 中 的 程序 一 般 是 用 
而 罗 语 冤 于 号 成 的 ,比如 用 CC ++ 语 言 写成 。 我 们 把 DSP 的 这 些 不 同 实现 方法 归纳 在 
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图 2-5 完成 DSP 任务 可 以 用 硬件 和 软件 的 方法 


2. 4 数字 滤波 与 频谱 分 析 


DSP 处 理 包 括 数 字 滤 波 和 频谱 分 析 两 大 功能 。 数 字 滤 波 的 功能 是 用 数字 滤波 兹 
完成 的 , 它 用 一 连 串 的 输 人 数据 (信号 ?计算 出 一 连 串 的 输出 数据 (信号 )。 虽 然 数字 滤 
波 是 在 时 域 中 进行 的 ,但 它 所 完成 的 是 对 信号 频 域 特性 的 履 改 ， 

频谱 分 析 是 通过 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 和 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 实 现 的 。DFT 
和 FFT 把 输 人 的 时 域 信 号 分 解 成 评 多 不 同 频率 的 分 量 , 这 就 变换 成 了 频 域 依 号 ,也 叫 
频谱 。 这 样 之 后 ,我 们 就 可 以 清楚 地 看 到 信和 号 的 频率 组 成 。 频 谱 分 析 的 目的 是 显示 信 
号 的 频率 组 成 。 


2.5 开发 周期 


每 个 DSP 算法 都 有 一 个 开发 周期 。 它 从 最 上 屋 的 需求 表达 式 逐 渐 细 化 到 最 下 层 
的 硬件 结构 。 开 发 周期 可 以 分 为 4 个 步骤 ,如 图 2-6 所 示 。 下 面 分 别 说 明 这 4 个 步骤 
的 工作 内 容 。 


2. 5. 1 把 需求 表达 式 变 为 高 级 语言 算法 


必 汶 开发 周期 的 第 一 步 , 我 们 将 运用 DSP 原理 ,把 一 个 (组 ) 需 求 表 达 式 尽量 精确 
地 转变 成 一 个 高 级 语言 算法 ， 

比如 ,我 们 想 开 发 一 个 判别 语音 信号 清音 或 间 音 的 算法 。 下面 是 这 样 的 一 组 需求 
表达 式 ， 

(1) 语音 信号 的 过 零点 次 数 在 每 20 ms 50 次 以 上 时 ,就 认为 是 清音 ; 

(2) 佛 音 信号 的 最 太 目 相 关系 数 小 于 0.5 时 ,就 认为 是 清音 ; 
(3) 语音 信号 中 的 高 频 成 分 超过 低频 成 分 的 2 倍 时 ,就 认为 是 清音 ， 
(4) 如 果 (1) 一 (3) 都 不 成 立 , 那 么 就 认为 语音 信号 是 神 音 。 


Hf0 EE nin 


24 。 第 2 章 拉 罩 入 晤 如 Uan.com 设计 灵感 之 站 


需求 表达 式 变 为 | 
高 级 语言 算法 第 一 此 


高 精度 程序 变 为 
低 精 度 程序 


软件 一 一 
实现 | 


| 高 级 语言 程序 
| 变 为 汇编 程序 | 


硬件 描述 语言 


汇编 程序 下 | | 下 载 到 FPGA | 第 四 步 


图 2-6 DSP 处 理 算 法 的 开发 周期 
在 按照 这 组 需求 表达 式 写 出 了 高 级 语言 程序 之 后 ,必须 对 程序 进行 充分 的 测试 和 
修改 ,以 使 写成 的 高 级 语言 程序 准确 实现 需求 表达 式 的 要 求 。 这 一 阶段 一 般 是 比较 费 
时 的 。 但 有 利 的 一 面 是 ,由 于 并 不 涉及 具体 的 硬件 实现 ,所 以 数据 都 被 表示 为 高 精度 
的 浮 点 数 , 不 存在 精度 和 误差 的 问题 ， 


2. 5.2 把 高 精度 程序 变 为 低 精 度 程序 


这 一 步 的 目的 是 ,把 高 级 语言 中 精度 极 高 的 浮 点 数 格式 转换 成 目标 硬件 环境 下 的 
定 皮 数 或 滩 点 数 格式 。 如 果 最 终 的 硬件 是 一 个 DSP 处 理 器 ,情况 就 比较 简单 ,只 要 选 
用 这 个 DSP 处 理 器 所 规定 的 定点 数 或 浮 点 数 格式 。 如 果 最 终 的 硬件 实现 是 一 个 专用 
电路 ,那么 ,为 了 尽量 减少 硬件 量 和 功 耗 ,算法 中 的 每 个 变量 都 应 该 根据 自身 的 动态 范 
围 而 选用 恰当 的 精度 格式 。 这 里 的 难点 是 如 何 准确 地 确定 一 个 变量 的 动态 范围 。 

在 这 一 步 的 测试 过 程 中 ,需要 不 断 调节 每 个 变量 的 精度 格式 (对 于 DSP 处 理 器 也 
同样 有 高 低 精度 的 选择 问题 ) ,以 找 出 每 个 变量 被 表达 的 最 佳 动态 范围 。 与 此 同时 ,还 
必须 保证 从 高 精度 浮 点 格式 变 到 低 精 度 定点 或 浮 点 格式 之 后 ,对 算法 引起 的 误差 控制 
在 允许 的 范围 内 。 这 一 步 通 常 需要 非常 严格 的 测试 ,需要 一 定 的 技巧 。 


2. 5.3 把 高 级 语言 程序 变 为 低级 语言 程序 
在 第 三 步 中 ,我 们 将 离开 高 级 语言 而 进 人 比较 低级 的 语言 环境 。 这 一 步 的 工作 内 
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容 取决 于 DSP 算法 的 最 终 实现 。 如 果 我 们 是 用 软件 来 实现 DSP 任务 ,那么 ,这 一 步 的 
工作 就 是 简单 地 把 第 二 步 中 得 到 的 高 级 语言 程序 转换 成 汇编 程序 。 如 果 是 用 硬件 来 
实现 ,那么 这 一 步 的 任务 是 把 第 二 步 中 得 到 的 高 级 语言 程序 转换 成 VHDL 或 Verilog- 
HDL 等 硬件 描述 语言 代码 。 至 于 每 个 变量 被 表示 的 动态 范围 ,已 经 在 第 二 步 中 做 了 
怡 当 的 选择 。 所 以 ,这 一 步 的 工作 内 容 一 般 是 比较 容易 的 。 


2. 5. 4 把 低级 语言 程序 变 为 硬件 描述 代码 


在 第 四 步 中 ,如 果 采 用 软件 的 实现 方法 ,就 要 把 汇编 语言 代码 变 为 机 器 语言 并 下 
载 到 处 理 器 中 。 如 果 是 用 硬件 的 实现 方法 , 那 就 需要 对 硬件 描述 语言 代码 进行 恰当 的 
转换 ,再 装 人 FPGA, 或 送 芯 片 生产 线 ,以 制造 出 专用 电路 。 

一 般 来 说 ,开发 过 程 不 会 像 图 2-6 中 那样 顺利 ,而 是 需要 反复 地 选 代 和 修改 。 此 
外 ,成 本 , 功 耗 和 速度 等 的 限制 ,也 会 增加 这 种 先 代 的 可 能 性 . 


2.6 优点 与 缺点 


DSP 之 所 以 得 到 如 此 广泛 的 应 用 是 有 原因 的 。 这 些 原 因 就 是 DSP 相对 于 模拟 信 
号 处 理 的 优点 。 其 中 的 主要 优点 如 下 。 

口 处 理 精 度 高 。 因 为 数字 处 理 的 精度 正比 于 数字 量 的 位 数 ,而 数字 量 位 数 的 增加 
是 很 方便 的 ,也 是 几乎 不 受 限 制 的 。 所 以 ,在 数字 系统 中 有 一 个 所 谓 的 “6 dB 规 
则 “, 即 字 长 每 增加 1 位 ,动态 范围 就 增加 6 dB。 但 模拟 信和 号 的 处 理 精度 受到 许 
多 因素 的 制约 ,这 包括 模拟 器 件 与 部 件 自身 的 非 线 性 和 噪声 ,时 钟 与 其 他 数字 
信和 号 的 耦 台 干扰 (通过 电源 线 .地 线 、. 并 行 引 线 ) 等 。 这 些 噪声 的 总 和 叫做 系统 
的 唆 声 底线 (niose floor) ,而 模拟 系统 的 动态 范围 就 被 定义 为 不 产生 失真 下 的 最 
大 幅度 与 模拟 系统 的 噪声 底线 之 比 。 

口 长 期 运行 的 稳定 性 。 数 字 电 路 的 操作 不 随时 间 而 变化 ,数字 电路 的 计算 缚 果 是 
mp 但 模拟 器 件 的 参数 与 性 能 会 随时 间 与 温度 而 漂 称 ,影响 长 期 工作 

esto 现在 的 DSP 算法 都 是 依靠 软件 完成 的 ,所 以 ,许多 不 同 的 DSP 
算法 可 以 容纳 在 同一 DSP 系统 中 。 如 果 要 修改 某 个 DSP 算法 ,就 只 需 修 改 相 
应 的 程序 或 数据 ,而 不 必 改 动 硬件 。 但 模拟 电路 的 修改 是 非常 困难 的 ,并 且 费 
时 费 钱 . 

口 低 成 本 ,小 体积 , 低 功 耗 。 数 字 信 号 处 理 是 用 数字 电路 实现 的 ,而 数字 电路 的 制 
造 总 是 司 用 最 先进 的 制造 技术 ,以 达到 最 高 的 性 能 .最 高 的 集成 诬 .最低 的 功 耗 
和 最 低 的 成 本 。 模 拟 电 路 由 于 制造 困难 (要 用 到 电阻 和 电容 ,甚至 电感 ,并 要 求 
元 件 之 间 的 精确 匹配 ), 所 以 成 本 比较 高 ,体积 也 比较 大 。 而 且 , 由 于 是 线性 电 
路 ,一 是 的 但 置 条 件 是 免不了 的 ,因此 功 耗 也 比较 大 。 
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要 说 DSP 的 缺点 ,也 许 是 在 某 些 要 求 处 理 速度 极 快 的 应 用 中 赶不上 模拟 电路 。 但 
总 的 趋势 是 ,DSP 将 不 断 地 进 人 模拟 电路 的 应 用 领域 ,迫使 模拟 电路 向 频率 更 高 .速度 
更 快 的 领域 发 展 。 应 该 说 ， 模拟 电路 (包括 混合 信号 电 有 路) 是 与 数字 电路 同等 重要 的 ， 
我 们 期 竺 模拟 与 混合 信号 电路 将 同样 会 有 很 大 的 发 展 。 
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现实 世界 中 的 信号 几乎 都 是 连续 的 模拟 量 , 比如 声音 .温度 等 .这 个 “连续 ” 有 两 方 
面 的 意思 :一 方面 是 在 时 间 上 的 连续 , 另 一 方面 是 在 幅度 上 的 连续 .只 有 在 这 两 方面 都 
完成 了 离散 化 之 后 ,模拟 信号 才 变 成 数字 信号 ， 

信和 号 在 时 间 上 的 离 般 化 叫做 “采样 ”, 是 本 章 讨论 的 内 容 . 连 续 时 域 信 号 被 采样 之 
后 的 信号 叫做 "离散 时 域 信号 ”或 “采样 数据 信和 号". 数字 信号 人 处 理 的 处 理 对 象 就 是 这 些 
离散 时 域 信号 .幅度 上 的 离散 化 叫做 “量化 ", 它 把 信号 的 幅度 限制 在 指定 的 有 限 个 数 
值 上 .由 于 “量化 ”不 是 数字 信和 号 处 理 的 必需 内 容 , 所 以 不 在 本 书 中 讨论 。 


3.1 用 ADC 完成 采样 


在 实际 工作 中 ,我 们 都 是 使 用 ADC( 模 数 转换 器 ) 对 模拟 信和 号 进行 采样 的 .所 以 ,我 
们 先 简 要 地 讨论 ADC 的 工作 原理 ,然后 再 讨论 “理想 采样 ”。 

一 个 ADC 可 以 分 为 采样 器 ,保持 器 和 量化 器 3 个 模块 ,相应 地 ,ADC 的 操作 也 分 为 
采样 .保持 和 量化 3 个 步骤 ,如 图 3-1 所 示 , 在 信号 处 理 中 ,采样 是 以 等 时 间 间 隔 进 行 的 。 
图 3-1 下 面 的 荆 就 是 这 样 的 一 个 时 间 间 隔 , 叫 司 " 末 样 周期 ", Ls 为 单位 .采样 周期 的 倒 
数 叫做 “采样 率 ” 或 “采样 频率 ", 它 表示 1 s 内 完成 采样 的 次 数 , 单 位 是 Hz。 
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图 3-1 ADC 的 操作 分 为 采样 ,保持 与 量化 3 个 步骤 
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在 图 3-1 中 , 当 模 拟 信 号 xb 加 到 ADC 输入 端 之 后 ,采样 器 就 输出 一 连 串 的 样 点 
值 zt ,这 就 是 离散 时 域 信和 号 (或 称 为 邓 样 数据 信号 ) ,后 面 的 保持 器 把 每 个 样 点 值 保 
持 一 个 醋 时 间 , 形 成 了 阶梯 形 的 采样 保持 信号 zsn (tn) ,这 些 采 样 保持 信号 经 过 量化 器 
之 后 ,就 变 成 一 连 串 的 数字 量 , 即 数字 信号 ,这 就 是 图 中 右边 的 x(nT)。,ADC 有 两 个 主 
要 技术 指标 :转换 速率 和 转换 精度 (或 者 分 辩 率 "”)。 

ADC 有 许多 不 同 的 结构 ,包括 并 行 . 流 水 线 .逐次 通 近 . 折 秋 、 积 分 .4 调制 等 , 积 
分 为 低速 高 精度 的 转换 技术 ;逐次 通 近 为 中 回 高 分 辩 率 的 转换 技术 ;并行 和 流水 线 为 
疝 束 中 噩 分 状 率 的 转换 技术 ;而 入 调制 由 于 巧妙 地 利用 了 DSP 噪声 整形 技术 而 达到 
了 最 高 的 24 位 分 辩 率 。 

但 是 ,ADC 的 工作 原理 并 没有 告诉 我 们 数字 信号 与 原先 模拟 信号 之 间 在 频率 特性 
上 的 差异 .为 此 ,我 们 要 使 用 “理想 采样 ”的 分 析 方 法 ， 


3.2 ”理想 采样 


我 们 先 来 观察 图 3-2 中 的 情况 ,以 便 从 具体 例子 中 了 解 采 样 率 的 最 低 限 度 .图 中 夯 
出 了 3 种 不 同 采样 率 的 情况 .也 为 用 虚线 表示 的 原先 连续 时 域 正 弦 信号 的 周期 ,所 以 
它 的 频率 fo ly ey ls "ls 为 | 小 不 同 的 采样 周期 。 


图 3-2 3 种 不 同 的 采样 率 得 到 3 种 不 同 的 数字 样 点 


在 图 3-2a 中 ,每 个 信和 号 周期 内 采样 4 次 ,所 以 ,采样 周期 T 是 信和 号 周期 也 的 1/4， 
也 束 是 说 ,图 3-2a 中 的 采样 率 为 4X 万 。 从 采 得 的 样 点 看 ,原先 模拟 信号 的 形状 保留 得 
很 好 .如 果 使 用 恰 当 的 模拟 让 波 ,是 可 以 恢复 出 原来 信 生 的 。 

图 3-2b 是 每 个 信号 周期 采样 2 次 的 情况 ,因此 ,采样 率 下 降 到 了 2 x fos 只 有 图 
3-2a 中 的 一 半 . 从 图 3-2b 中 采 得 的 样 点 来 看 ,我们 可 以 勉强 焦 复 出 原来 信和 号 的 样子 。 

图 3-2c 中 的 采样 率 下 降 到 了 1. 33 X 六 。 这 时 所 采 得 的 样 点 与 前 面 图 3-2a 和 3-2b 
中 的 情况 完全 不 同 . 如 果 用 图 3-2c 中 的 这 些 样 点 来 恢复 模拟 信和 号 (图 3-2c 中 较 粗 的 虑 
线 ) ,就 可 以 看 出 信号 的 频率 都 错 了 .因此 ,用 图 3-2c 中 的 样 点 来 恢复 原来 的 信和 号 已 经 


山 分 辩 率 与 转换 精度 是 两 个 概念 。 
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是 不 可 能 了 ,如 果 再 降低 采样 率 , 情 况 会 更 坏 。 

通过 上 面 3 种 不 同 采 样 率 的 比较 可 以 看 出 ,如 条 要 保留 原来 信号 的 全 部 特征 ,2 x 
万 的 采样 率 应 该 是 采样 操作 的 最 低 限 度 。 这 就 是 图 -3-2b 中 的 情况 .下 面 将 通过 理想 采 
样 来 证 明 这 个 邓 样 率 下 限 , 但 首先 要 使 用 8 函数 . 


3.2. 1 5 函数 的 筛选 特性 


弛 函数 也 叫 单位 脉冲 函数 或 单位 冲击 函数 ,可 以 写 为 (或 8(1 一 .我们 先 讨论 
Si, 然后 再 讨论 Bt 一 中 )。 

640 的 波形 可 以 用 图 3-3 来 表示 。 从 图 中 可 知 ,6(b 是 一 个 连续 时 域 信号 ;只 在 t= 
0 的 邻 域 才 有 一 个 很 窄 的 矩形 波 。 在 矩形 波 之 外 的 其 他 时 间 上 ,处 处 为 零 . 而 且 , 这 个 矩 
形 的 底 边 在 和 不断 变 罕 并 赵 于 零 ,高 度 在 不 断 增 加 并 趋 于 无 穷 大 ,但 和 矩形 的 面积 恒 为 1。 
所 以 兴 明 数 是 一 个 极限 过 程 ,图 3-3 中 的 第 头 表 示 了 这 个 趋 于 极限 的 过 程 .此 外 ,8 函数 
还 可 以 取 其 他 的 形状 ,比如 梯形 .余弦 形 等 。 

DD 的 特点 是 它 的 师 选 特性 ,也 就 是 采样 特性 .这 个 意思 是 ,如 果 用 80 去 乘 模拟 
信和 号 z(59 ,就 可 以 把 x() 在 := 0 处 的 值 第 选 出 来 ,如 图 3-4 所 示 . 图 3-3 中 表示 8(4) 的 
那些 矩形 现在 变 成 了 图 3-4a 中 的 一 个 征 头 ,在 图 3-4 中 ,用 Btr) 去 乘 xz(1) ,就 得 到 图 
3-4c 中 的 乘积 销 数 ra (DD) ;其 中 ,zw (tt) 下 标 中 的 S 表 示 采 样 ,0 表示 对 z( 世 在 it 一 0 处 
的 值 进行 采样 ,图 3-4a 中 的 标尺 1.0 仅 表 示 了 函数 的 面积 ， 


图 3-3 Ej 是 一 个 极限 过 程 图 3-4 ”就 中 y 对 信和 号 的 馆 选 过 程 
我 们 可 以 把 图 3-4 中 的 习 积 困 数 xw (7) 表达 为 ; 
Tt = XBL) (3-1) 


我 们 来 解释 8(7) 的 筛选 特性 .首先 用 一 个 矩形 波 来 表示 ,如 图 3-5 所 示 ,矩形 
的 中 心 位 于 +t = 0, 底 边 宽度 为 24, 高 度 为 1/(24), 因 而 它 的 面积 等 于 1, 这 实际 上 把 
at 的 非 零 值 的 范围 限制 在 了 区 间 [ 一 4,A] 之 内 。 

现在 令 4 赵 于 零 , 因 此 ,和 飞 积 力 数 xw (7) 在 上 一 0 处 的 值 为 ， 


x | = im | za (Dd 一 im | (DO8CDd (3-2) 
二 = 汪 让 -总 B= | 僵直 


WYE 电 源 风 LT 


本 di gr a 上 
30 ”第 3 幸 果 胖 S.21diany :OM 


图 3-5 用 你 电 贿选 出 xz(#) 在 上 一 0 时 的 值 
在 上 式 右 边 的 积分 中 ,由 于 A 为 无 穷 小 ,所 以 ,ziz) 在 [一 A,A] 范围 内 可 以 认为 都 
等 于 x(0), 因 而 可 以 提 到 积分 号 和 极限 号 之 前 .这 样 , 式 (3-2) 变 为 ， 
zm) | = xt lm | 3 (3-3) 
显然 , 式 (3-3) 中 的 积分 所 计算 的 是 5) 在 1 = 0 邻 域 内 的 面积 ,这 个 面积 等 于 1. 
所 以 , 式 (3-3) 可 以 计算 为 ， 


Tw (2) | eg = £0 Xx 1 = rt0) (3-4) 
在 上 面 的 计算 过 程 中 并 没有 用 到 82) 在 t= 0 时 的 值 ,只 是 用 到 了 Bw) 的 极限 , 它 
的 等 于 1 的 面积 全 部 集中 于 上 = 0， 
现在 可 以 把 单位 脉冲 函数 B02) 对 zf0 在 上 = 一 0 处 的 筛选 操作 表达 为 ， 
Tm (| 一 [zi8CD)] | = x00) (3-5) 


这 里 需要 说 明 的 是 ,必须 把 上 面 利用 ga 完成 的 采样 操作 与 实际 中 使 用 的 采样 操 
作 区 分 开 来 .在 实际 的 混合 信号 电路 中 ,采样 操作 是 用 一 个 模拟 开关 ,一 个 电容 和 一 个 
采样 控制 脉冲 实现 的 ,如 图 3-6 所 示 , 在 采样 控制 脉冲 的 某 个 边沿 (图 3-6 中 为 下 降 边 ) 
使 模拟 开关 断 开 的 瞬间 ,就 把 此 时 的 输 人 模拟 电压 保持 在 了 采样 电容 上 。 


ER 
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图 3-6 用 模 担 开 关 . 电 容 和 采样 脉冲 实现 的 采样 操作 
与 之 相 比 , 利 用 BC#) 的 采样 操作 只 是 理论 推导 的 一 种 手段 ,是 一 个 理想 化 的 采样 
过 程 .这 个 理想 化 的 采样 操作 表现 为 两 个 特点 ,(1) 采样 操作 是 用 gb 与 x(1) 之 间 的 矢 
法 完成 的 ;(2) 采样 操作 所 得 到 的 采样 值 是 与 8(7) 的 面积 成 正比 的 ， 
我 们 可 以 把 函数 & 的 筛选 特性 从 z 一 0 推广 到 任何 一 个 时 间 点 上 ,这样 就 可 以 用 
盟 数 把 信号 z(9 在 任何 时 间 点 上 的 值 筛选 出 来 .比如 ,zf(b 在 1 = rt 时 间 点 上 的 值 可 
以 用 8(C1 一 7) 来 生 选 ， 
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Ta tt) Te Le Bt} | = 7r(r) 《3-60) 
我 们 先 说 明 式 (3-6) 中 的 Br) .因为 2) 的 等 于 1 的 面积 集中 在 1 = 0 的 邻 域 , 所 
以 ,8(t 一 7) 的 等 于 1]1 的 面积 集中 在 上 一 r 的 邻 域 .这 就 是 说 ,把 时 间 变 量 上 替换 成 人 + 一 r) 
的 结果 ,是 把 5#) 向 右 ( 如 果 rr 全 0) 或 向 左 ( 如 果 r 一 中 平移 了 时 间 r。 
3-7 表示 了 式 13-6) 中 用 就 1 一 7) 对 z(t2) 进行 筛选 的 过 程 .图 3-4 中 的 51) 现在 
变 成 了 图 3-7 中 的 (1 一 7) ,在 图 3-4a 中 出 现在 := 0 的 那个 稍 头 ,现在 出 现在 := r 的 
时 刻 . 由 此 可 见 , 只 要 改变 r, 就 可 以 用 函数 科 选 出 z(1) 在 任何 时 间 点 上 的 值 。 
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图 3-7 8(t 一 局 筛选 出 < 在 上 一 r 时 的 值 


3.2.2 ”采样 脉冲 函数 PC 


现在 再 要 构造 一 个 新 的 函数 , 它 叫 “采样 脉冲 函数 " ,用户 (5 表示 .。 它 由 无 数 个 了 画 
数组 成 ,其 中 的 每 一 个 函数 与 它 前 后 的 两 个 8 函数 都 只 间隔 一 个 了 的 时 间 (T 仍 为 采 
样 周 期 ), 由 于 B(1 一 nT) 只 在 t= 二 的 时 间 点 上 才 有 面积 等 于 1 的 矩形 波 , 在 其 他 时 间 
上 处 处 为 寺 , 所 以 ,在 把 无 数 个 8 函数 到 加 起 来 组 成 p(t) 的 时 候 , 这 些 5 函数 之 间 是 互 
不 影响 的 。 

采样 脉冲 Ee p(t) 可 以 写 为 ， 
六 (站 一 十 BE 十 27T7 + at DFE FH DD +a 2T) + 


-> Bt—nT) (3-7) 


图 3-8a 就 是 式 (3-7) 所 表达 的 采样 脉冲 函数 pti) 的 波形 ,在 图 3-8a 中 ,我 们 随意 
地 标 出 了 两 个 8 函数 :8(t 十 T) 是 把 850 左 移 一 个 了 后 得 到 的 ,而 8CG 一 27) 是 把 8(4) 
右 移 2 工 后 得 到 的 .图 3-8a 中 的 标尺 1.0 仅 表示 #6 函数 的 面积 ， 
根据 上 一 他 叙述 的 8 郴 数 的 筛选 特性 ,我 们 只 要 用 采样 脉冲 函数 p(1) 去 乘 连续 时 
域 信 号 z(t) ,就 可 以 完成 对 zx(2) 的 采样 .这 可 以 写 为 ， 
Xslf) = rN pL) (3-8) 
其 中 ,xst?) 为 Itt) 被 pl) 采样 之 后 的 依 号 , 叫 敌 "已 滋 样 信号 ”。 
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图 3-8 画 出 了 式 (3-8) 的 采样 过 程 .图 中 的 已 采样 信号 mso 保留 了 x(2) 在 所 有 

1 一 nT 时间 点 上 的 值 ;而 在 其 他 时 间 上 的 值 金 部 为 零 ,这 就 是 我 们 所 需 的 对 信号 (站 

的 理想 采样 "而且, 图 3-8c 中 的 已 采样 信号 xs(t#) 是 与 图 3-1 中 的 采样 数据 信号 
xzsn(t) 相对 应 的 。 


(a) BHT) PW H(t-27) 


3-8 ”用 采样 脉冲 函数 pt2) 对 信号 zi) 进行 理想 采样 
为 了 确定 采样 率 的 下 限 , 必 须 对 采样 前 后 的 信号 zx(7) 与 zs(7) 做 频 域 秀 析 ,为 此 ， 
我 们 要 借助 傅 里 叶 级 数 和 傅 里 叶 变 换 的 分 析 方 法 。 
3. 2.3 理想 采样 的 谱 分 析 
因为 Pp(D 是 一 个 周期 函数 ( 见 图 3-8a) ,所 以 ,可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 .又 因为 p(1) 
是 一 个 偶 函 数 ,所 以 , 傅 里 叶 级 数 中 只 有 直流 分 量 和 余弦 分 量 ,因此 ,p(t) 有 下 面 的 傅 
里 叶 展 开 式 ， 
ptf) = a 二 > da. CO (newat) 
= ao 十 本 COS (wst) Tacos (2ewst) tacos (nwst}- (3-9) 
其 中 ,ws == 2x/T, 是 图 3-8 中 pir) 的 重复 频率 ,在 展开 式 中 叫 基 频 , 也 是 讨论 中 的 理 相 
采样 的 采样 率 。 
根据 1. 4 节 讨 论 的 三 角 函 数 正 交 性 原理 ,要 计算 式 (3-9 右边 情 里 叶 级 数 中 第 mm 项 
的 系数 a, 就 只 要 对 式 (3-9) 两 边 同 时 乘 以 cos(jmwst) ,然后 对 等 式 两 边 在 图 3-8 中 的 
区 间 [ 一 T/2,T/2] 内 积分 ,这 个 积分 计算 就 是 1.4 节 中 的 式 (1-267 ,但 现在 变 为 . 
dm 三 于 i pll)cos Cmwst) di (3-10) 


上 式 中 ,用 了 代替 了 式 (1-26) 中 的 工 , 用 p(x) 代 区 了 式 (1-26) 中 的 x{j, 用 ws 代替 了 
了 起 (1-2617 中 的 可 后， 
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在 式 (3-10) 的 积分 区 间 [ 一 T/2,T/2j] 内;p(1) 等 于 训 1) ,所 以 ,被 积 函 数 只 在 :=0 
的 很 罕 的 邻 域内 才 不 为 零 . 因 此 ,在 这 个 邻 域内 的 余弦 函数 可 以 认为 等 于 1. 这 样 , 式 
(3-10) 可 改写 为 ， 

as 一 地 | 6(Dd 


显然 ,上 式 中 的 积分 就 是 计算 &b 在 上 一 0 邻 域内 的 面积 ,这 个 面积 等 于 1. 所 以 ， 


我 们 得 到 ， 
_ 2 
an 一 于 (3-11) 
侍 里 叶 展 开 式 中 的 a。 是 采样 脉冲 函数 plz) 的 直流 平均 值 ,我 们 用 式 (1-27) 来 
计算 : 
由 二 | p(D dt 一 却 (3-12) 
这 样 , 我 们 计算 出 了 采样 脉冲 函数 p(t) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 的 全 部 系数 ， 
(® = /iT yp 
dn = 2/T, m= 1,2," eR 


现在 对 上 起 做 一 点 修改 .上 面 m 和 a, 表达 式 中 的 T 只 是 起 到 一 个 比例 因子 的 作 
用 .如 果 把 图 3-8a 中 p(z) 的 每 个 8 函数 的 面积 秉 以 T, 那 么 在 式 (3-13) 中 就 不 会 出 现 
工 了 .因此 ,我 们 可 以 暂时 略 去 这 个 T, 因 而 式 (3-13) 可 以 化 简 为 ， 
oa 一] 
多 = 2 m= ,2 
这 是 一 个 关于 p(z) 的 非常 简单 和 容易 记忆 的 公式 ， 
把 式 (3-14) 中 的 m 和 an 代 人 式 (3-9) 之 后 ,得 到 采样 脉冲 函数 pit) 的 情 里 叶 级 数 
展开 式 ， 
Plt) = 1 2cos (mst) + 2c08 (Qf) 十 十 2eos (mewst) + (3-15) 
再 把 展开 式 (3-15) 中 的 余弦 项 用 复 指数 信和 号 来 表示 ， 
Pl) =""te™t+te™ Temi+l+tem em +em | 


(3-14) 


= (3-16) 
在 式 (3-16) 中 ,pp() 被 表示 为 无 数 个 复 指数 信和 号 的 相 加 ;它们 的 频率 各 不 相同 ,但 
都 是 采样 率 ws 的 整数 倍 ,根据 1.7 节 中 叙述 的 复 指数 信和 号 与 线 谱 的 对 应 关系 ! 采样 肪 
冲销 数 p(t) 的 频谱 Ptw) 是 一 个 由 这 数 条 谱 线 组 成 的 线 谱 ,如 图 3-9 所 示 ; 其 中 的 每 条 
谱 线 的 幅度 都 等 于 1, 相 位 都 等 于 零 , 并 且 都 与 式 (3-16) 中 的 一 个 复 指数 分 量 相对 应 ， 
在 把 ptz) 展开 为 复 指数 信和 号 之 后 ,就 可 以 分 析 连 续 时 域 信 号 x(7) 在 采样 前 后 的 频 
族 变 化 .假设 信号 z(t 的 傅 里 叶 变 换 存 在 ,并 等 于 X(ow) ,我 们 现在 对 已 采样 信号 zs) 
做 傅 里 叶 变换 。 
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图 3-9 采样 脉冲 函数 ptr) 的 频谱 是 一 个 线 谱 


根据 傅 里 叶 变 换 的 定 愉 ,已 采样 信号 xs 的 伟 里 叶 侄 换 可 以 与 为 ; 
Xs(o) 一 | zs(Derv'd (3-17) 
将 式 (3-8) 和 式 (3-7) 先后 代 人 式 (3-17) .由 于 ztt) 与 天 无 关 , 可 以 移 到 连 加 号 之 
后 ,在 把 连 加 号 与 积分 号 交换 位 置 之 后 , 式 (3-17) 变 为 ; 
X= 和 (| zweverd)= (| zWar) (3-18) 
上 式 右 边 括号 内 的 积分 式 已 经 是 一 个 傅 里 叶 变 换 了 .为 了 清晰 起 见 , 我 们 对 上 式 
右边 使 用 变量 代 换 
w= oh 二 ivs (3-19) 
因此 , 式 (3-18) 的 右边 变 为 ， 
式 (3-18) 的 右边 一 3) (| ztDewm'di) (3-20) 
式 (3-20) 圆 括 号 内 的 这 个 积分 就 是 z(t) 的 情 里 叶 变 换 , 因 此 , 式 (3-20) 变 为 ， 


式 (3-18) 的 右边 一 >) Xl) (3-21) 


现在 把 频率 w 还 原 到 w, 由 式 (3-19) 可 知 : 

th = yO Hws {3-22) 
用 式 (3-21) 代替 式 (3-18) 的 右边 之 后 ,我 们 得 到 ， 
点 slw) 一 py 虑 (ww 一 News) (3-23) 


式 (3-23) 就 是 我 们 想 要 的 公式 , 它 描述 了 信号 被 采样 后 的 频谱 变化 , 它 的 意思 是 : 
采样 后 的 信号 zs (0) 的 频谱 Xstw) 是 由 无 数 个 原来 信号 z(0 的 频谱 六 (w) 又 加 而 成 的 ， 
而 这 无 数 个 频谱 中 的 每 一 个 频谱 的 中 心 依次 位 于 nws 的 频率 处 (aa 一 …, 一 2, 一 1,0,1， 
2,…), 其 中 的 频率 ws 是 采样 脉冲 函数 A( 昌 的 重复 频率 ,也 是 理想 采样 的 采样 率 。 

式 (3-23) 指明 了 久 s(w) 与 X(a 这 两 个 频谱 之 间 的 关联 和 差别 ,我 们 把 式 (3-23) 
所 描述 的 这 种 频谱 关系 表示 在 图 3-10 中 ,图 中 标 出 了 位 于 中 间 位 置 的 原来 信号 z(t) 


的 幅度 谱 | 半 (f 有 ) | ,也 随意 地 标 出 了 Xst 门 的 男 外 两 个 幅度 谱 | XC(f 一 2fs) 1 和 1XCF 
+ 3fs) |s 


把 上 式 代 人 式 (3-21) ,再 
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3-10 已 果 样 信号 zs(t) 的 幅度 谱 | Xs( 站 | ,其 中 位 于 了 =0 
处 的 | X(t 方 | 是 原来 连续 时 域 依 号 zb 的 幅度 谱 


3.3 采样 定理 与 混 重 

由 图 3-10 可 知 , 如 果 连 续 时 域 信号 的 频谱 六 (让 比较 宽 , 那 么 ,已 采样 信号 的 频谱 
Xs( 方 中 的 那些 分 离 的 频谱 就 有 可 能 互相 措 接 ,因而 改变 了 原来 连续 时 域 信号 的 频谱 。 
我 们 用 图 3-11 与 图 3-12 对 此 做 进一步 说 明 。 

在 图 3-11a 中 ,连续 时 域 信 号 x(7) 的 频谱 为 | 下 (站) | , 它 的 带宽 fi 小 于 fs/2. 根 据 
式 (3-23), 采 样 之 后 的 频谱 | XXs( 由 | 应 该 是 图 3-11b 那 样 的 情况 .Xs( 放 中 各 相 邻 频谱 
站 (fF 一 nfs) 之 间 保 持 了 (fs 一 2fe) 的 间距 ,因此 互相 没有 重合, 原来 的 谱 形 | XX( 门 | 也 
就 没有 改变 ， 


Wn) rp 


-fi2 -让 全 fa 
(tb) : Ht | 


oh 
图 3-11 采样 率 满足 采样 定理 


la) A 


有 -2 0 开户 
pe Mf ee UA 


无 -2 0 Ji 有 大 
图 3-12 ” 末 样 率 不 满足 采样 定理 
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但 图 3-12 中 的 情况 就 不 同 .图 3-12a 中 zx 的 带宽 fi 超过 了 fs/2; 因 此 ,在 图 
3-12b 中 ,| 丑 ( 万 | 的 那些 超过 fs,'2 的 频率 分 量 由 于 采样 而 被 折 秋 回 到 了 低频 区 (图 
3-12b 中 的 灰色 部 分 ) ,并 与 | 瑟 ( 站 | 低频 区 的 频率 分 量 秋 加 在 一 起 ,改变 了 | X( 门 | 的 
谱 形 .这 种 现象 叫做 “ 混 秋 ”。 

现在 ,我 们 就 可 以 对 采样 率 的 下 限 做 一 个 规定 ,这 就 是 “采样 定理 ". 它 是 这 样 说 
的 :在 对 一 个 连续 时 域 信 号 进行 采样 时 ,如 果 连 续 时 域 依 号 的 带宽 为 证 ,那么 ,为 了 使 
采样 操作 能 够 保留 下 连续 时 域 信和 号 的 全 部 特征 ,采样 率 必 须 不 低 于 2 x 万 。 换 句 话 说 ， 
用 不 低 于 2Xx fs 的 采样 率 进行 采样 而 得 到 的 离散 时 域 信 和 号 ,从 理论 上 讲 , 可 以 用 来 完全 
恢复 出 原来 的 连续 时 域 信和 号。 这 里 的 2X 太 叫做 春 奎 斯 特 速率 ,而 采样 定理 也 可 以 叫做 
奈 牵 斯 特定 理 。 

在 本 章 开 始 时 ,我们 用 图 3-2 从 时 域 中 说 明了 采样 率 的 下 限 ,而 图 3-2e 中 发 生 的 
就 是 混合. 现在 从 频 域 来 说 明 这 个 混 释 .假设 图 3-2 中 原来 的 模拟 信和 号 (虚线 画 出 ) 的 频 
率 是 1 kHz。 因 此 ,3 个 采样 频率 依次 为 4 kHz,2 kHz,1. 33 kHz, 我 们 只 解释 发 后 了 混 
理 的 图 3-2c， 

图 3-2c 中 的 混 全 过程 被 表示 在 图 3-13 中 ,而 且 只 画 出 正 频率 方向 的 情况 ,由 于 采 
样 频率 是 1. 33 kHz, 所 以 折 秋 频率 是 667 Hz( 折 又 频 率 定义 为 采样 率 的 一 半 ) ,原先 模 
拟 信 和 号 中 的 1 kHz 的 信和 号 分 量 ,由 于 大 于 667 Hz 的 折 秋 频率 ,而 被 折 秋 回 到 低频 区 , 变 
为 333 Hz 的 分 量 , 这 就 是 图 3-2c 中 那 条 较 粗 虚线 所 表示 的 信和 号 分 量 , 当 这 个 折 委 回来 


的 低频 分 其 与 原来 信号 频谱 中 正确 的 333 Hz 分 量 (图 中 未 画 出 ) 释 加 的 时 候 , 就 产生 了 
颗 率 浊音 ， 
st A) 采样 并 折 右 后 
的 信号 分 量 。 ”采样 前 的 信号 分 景 
MW 
0 0333 667 10 : FO 
折 属 上 舌 率 采样 频率 
图 3-13 泥 释 现象 的 频 域 解释 
3. 4 ” 抗 混 符 


混 登 现象 是 很 难 避 免 的 ,首先 因为 一 般 的 信号 都 有 很 宽 的 频率 范围 ,其 次 是 由 于 
处 理 速度 和 存储 量 的 限制 ,我们 一 般 不 可 能 把 采样 频率 选择 得 充分 高 .比如 ,语音 信息 
中 的 最 高 频率 可 以 在 10 kHz 以 上 ,但 电话 中 使 用 的 采样 频率 却 只 有 8 kHz, 所 以 为 了 
防止 混 生 ,电话 的 音频 信号 被 限制 在 3.4 kHz 以 下 .。 随 着 微 电 子 技术 的 发 展 ,电话 音频 
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信和 号 的 带宽 正 酝酿 从 3. 4 kHz 向 ?kHz 过渡. 但 即使 带宽 达到 了 7 kHz, 也 同样 存在 混 
秋 的 问题 ,所 以 一 般 的 司法 是 ,根据 具体 的 应 用 要 求 , 把 频率 混 释 的 成 分 降 到 可 以 容忍 
的 水 平 ， 

此 外 ,一 旦 由 于 采样 不 当 而 发 生 频 率 混 秋之 后 ,这 个 混 释 是 很 难 消 除 的 .所 以 , 重 
要 的 一 点 是 ,如 何在 采样 之 前 避免 混 琶 的 发 生 ,或 尽量 降低 混 秋 的 程度 ,这 就 叫 " 抗 混 
痘 ”。 

抗 混和 有 两 种 方法 :一 种 方法 是 在 采样 之 前 进行 一 次 抗 混 悟 低 通 滤波 + 另 一 种 方 
法 是 尽量 提高 采样 率 .。 我 们 先 来 说 明 抗 混 登 低 通 旋 玻 的 方法 。 

抗 混 释 低 通 光波 的 目的 是 不 除 所 有 超过 折 杰 频率 的 高 频 分 量 .我 们 借用 图 3-12a 
中 的 信号 来 说 明 这 种 抗 混 亚 方法 .采用 抗 混 秋 低 通 滤 波 之 后 的 效果 示 于 图 3-14 中 .图 
3-14a 中 的 虚线 表示 抗 混 释 低 通 滤 波 之 前 的 信号 频谱 , fi 为 抗 混 亚 低 通 滤波 器 的 截止 
频率 ,这 表示 我 们 放弃 了 原来 模拟 信号 中 频率 高 于 ft 的 所 有 分 量 . 因 此 ,在 图 3-14a 
中 ,频谱 | X(CP | 中 频率 大 于 乒 的 成 分 被 衰减 了 .图 3-14b 是 模拟 信号 经 过 抗 混 到 低 
通 滤 波 和 采样 后 的 频谱 | 六 ;( 门 | .可 以 看 出 ,图 中 的 频率 混 符 比 图 3-12b 有 了 显著 的 减 
小 ,更 为 重要 的 一 点 是 ,虽然 图 3-14b 中 显示 了 一 定 的 混 倒 量 , 但 其 中 被 折合 到 低 于 大 
的 频率 成 分 几乎 等 于 零 ; 而 超过 太 的 那些 混 秋 部 分 是 可 以 容易 地 用 数字 滤波 器 滤 
际 的 。 


抗 混 生 模拟 低 通 
(| 冲 波 只 的 截止 特 性 


抗 混 关 滤波 后 
,的 信号 频谱 


(a) 


(b) 


3-14 ”用 模拟 低 通 滤波 器 抗 混 乃 
如 果 要 求 信号 中 原本 会 引起 混 登 的 那些 频率 成 分 仍 能 正确 地 保留 在 已 来 样 信号 
中 ,我 们 就 只 能 用 第 二 个 方法 ;提高 来 样 率 , 这 等 于 在 图 3-12b 中 把 频谱 | X(f 一 fs) | 
同 右 平移 (频谱 | XX(f 十 fs) | 也 同时 间 左 平移 ) ,使 混 全 区 变 窑 , 混 全 量变 小 .虽然 这 种 
方法 可 以 比较 完整 地 保留 信号 的 特征 ,但 付出 的 代价 是 要 求 更 高 的 处 理 速度 和 更 大 的 
存储 容量 ,因而 增加 了 处 理 成 本 和 功 耗 . 抗 混和 健 是 在 这 两 种 方法 之 间 寻 找 一 个 平衡 点 。 
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口 解 释 了 单位 脉冲 函数 B02) 的 短 选 特性 ,并 说 明了 如 何 用 它 来 构建 采样 脉冲 函 
Mr p(t) 

口 ptz) 是 周期 信和 号 ,所 以 就 可 分 解 为 无 数 个 复 指数 信和 号 之 和 ， 

口 理想 采样 的 操作 过 程 是 用 pil) 去 冬 模 拟 信 和 号 zx(1)。 

” 口 被 理想 采样 之 后 的 已 采样 信号 xb 的 频谱 和 (六 是 无 数 个 原来 模拟 信号 频谱 

义 ( 门 的 琶 加 。 

口 最 后 叙述 了 采样 定理 ,解释 了 采样 定理 的 会 义 , 并 比较 详细 地 叙述 了 频率 混 释 的 
发 生 和 抗 混 秋 的 方法 。 


3.1 已 知 下 列 3 个 连续 时 域 信和 号 和 采样 频率 . 

山 zx(1) 二 2 十 2c05(8a1) ,被 以 16spsd 的 采样 率 采 样 ; 

加 开间 二 cos(20nt 十 x 和 4) ,被 以 12sps 的 采样 率 采 样 ; 

加 zfb 一 5cos(8nt) 十 35sin(20xt 十 x/8) ,被 以 14sps 的 采样 率 采样 ; 

(1) 画 出 这 3 个 信号 的 已 采样 信号 zs (0) 的 幅度 谱 , 要 求 幅 度 谱 的 最 高 频率 画 到 24 Hz， 
(2) 指出 能 和 理 从 这 3 个 已 采样 信号 zxs (0 恢复 出 原来 的 连续 时 域 信号。 

3.2 已 知 一 个 连续 时 域 信 号 zf 的 幅度 谱 如 下 图 所 示 。 


A) 


THz) 


0 0 0 10 2 
(1 国 出 3 个 采样 率 下 的 已 采样 信号 xsftb 的 幅度 谱 , 这 3 个 采样 率 为 30 Hz.40 Hz 和 50 Hz 


(2) 指出 其 中 的 哪些 采样 率 是 正确 的 ， 
3.3 有 一 个 已 采样 正 强 信和 号 sin(nw。T),T 为 采样 周期 , 画 出 在 下 面 各 信和 号 笑 
(1) em = ms/ 
(2) 一 ws 
(3) ww 二 0 直流 )。 
3.4 ”我 们 要 对 一 个 宽带 信号 ztz) 进行 采样 ,为 了 减少 由 采样 引起 的 混 释 ,需要 用 一 个 前 置 
抗 混 矢 滤波 器 .我们 希望 采样 后 的 信号 zs(7) 在 滤波 器 通 带 内 的 混 双 不 大 于 20 dB., 如 果 滤 波 器 


山 spstsamples per second, 每 种 钟 所 采集 到 的 样 点 数 ) 不 是 国 
者 可 以 搞 用 。 


际 单 位 制 .采样 率 的 国际 单位 是 Hz, 但 两 
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的 带宽 等 于 采样 率 的 1/3, 试 确定 该 抗 混 有 滤波 器 的 幅 频 特性 在 过 渡 带 内 的 滚 降 率 ,并 说 明理 由 ， 

3.5 “有 一 个 正弦 或 余弦 信和 号 ,在 被 两 倍 于 其 频率 m 的 采样 率 进行 采样 之 后 的 已 来 样 信号 
如 下 : 

(1) zatt) = sin(nows TT) 

(2) zslt) = cos(nwo T) 

《3) xalft) = coa(neg T+ rx/2) 

试 画 出 已 采样 信号 的 样 点 序列 和 幅度 谱 , 并 说 明 原因 。 

3.6 一 个 自动 语音 广播 系统 ,从 扬声器 发 出 的 声音 曲 声 很 大 , 试 分 析 其 可 能 的 原因 .现在 希 
望 重新 设计 一 个 这 样 的 自动 语音 广播 系统 ,包括 事先 的 语音 采 录 过 程 , 并 要 求 中 等 音质 (可 理解 
为 保留 7 kHz 以 下 的 音频 分 量 ) 。 试 画 出 你 设计 的 语音 系统 的 录放 音 结构 框 图 ,并 注 明 使 用 的 采 
样 率 和 各 懂 块 的 通 带 宽度. 


第 4 章 
Zz 变换 


第 3 和 草 讨 论 了 理想 采样 .采样 后 的 信号 只 在 采样 时 间 点 上 保持 了 原来 信和 号 的 幅度 ， 
和 而且 ,只 要 满足 来 样 定理 ,我 们 仍然 可 以 恢复 出 原来 的 连续 时 域 信 号. 所以, 我们 只 需 
关注 和 分 析 采 样 时 间 点 上 的 那些 样 点 值 .这 就 是 本 章 要 投 述 的 内 容 ;z 变换 把 信号 从 连 
续 时 域 带 入 离散 时 域 。 


4. 1 已 采样 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 


我 们 重复 第 3 章 中 的 式 (3-8) ,并 按照 式 (3-7) 把 采样 脉冲 函数 zz) 表示 为 无 数 个 
8 汞 数 之 和 ， 
Xs(t) = TN P(E) = 3 (not— nT) (4-1) 


其 中 ,zs(t) 为 已 采样 信和 号 ,了 为 采样 周期 。 
在 从 连续 时 域 转变 到 离散 时 域 之 前 ,假设 上 一 0 时 zx(0 三 0。 因 为 在 后 面 将 会 看 到 ， 
我 们 所 遇 到 的 绝 大 多 数 的 信号 都 是 这 样 的 .而 且 ,这 个 之 三 0 的 时 间 点 被 用 作 信 号 的 起 
始 时 间或 参照 时 间 . 因 此 , 式 (4-1) 中 的 连 加 运算 的 下 限 可 以 从 一 o6 变 为 0 这 样 之 后 ， 
式 (4-1) 变 为 : 
rs(t) = D2) (DE— nT) (4-2) 


y=] 


xalf) 


-37 -2 - 


图 4-1 已 采样 信号 xs( 内 在 1 宇 0 有 时 才 不 等 于 零 
经 过 上 面 这 样 假设 之 后 ,图 3-8c 中 的 已 采样 信号 xs(bo 现在 变 成 了 图 4-1 中 的 
样子 
对 式 (4-2) 两 边 同 时 取 拉 普 拉 斯 变换 后 ,得 到 
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XW =| zonT)e"d (4-3) 
其 中 ,Xs(s) 为 已 采样 信和 号 zstD 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
在 把 上 式 中 的 积分 号 与 连 加 号 交换 位 置 之 后 ,上 式 变 为 ; 
Ke = x — nT)e dt (4-4) 


在 上 式 右 边 , 积 分 式 中 的 nn 可 以 暂时 看 作 常 量 , 这 是 因为 每 做 一 次 积分 的 时 候 , 连 
加 号 中 的 n 值 是 固定 的 。 
由 于 式 (4-4) 右边 (1 一 nT) 的 筛选 特性 ,我 们 可 以 把 积分 区 间 缩 小 到 := nT 的 邻 
域 , 这 就 是 ,积分 区 间 变 为 从 (nmT 一 4) 到 (T 十 4) ,其 中 上 二 0 这 样 , 式 (4-4) 变 为 ; 
0 i 光 二 二 和 用 生 2 


分 别 等 于 zfnT) 和 ee” .由 于 ztnT) 和 e” 对 于 积分 运算 都 是 常数 ,就 可 以 提 到 积分 
号 之 前 .根据 这 些 分 析 , 上 式 可 演算 为 ， 


5 Ta tw 站 
Xs = DD zn d= zaTye™ | dC—nT)d 


(4-5) 
显然 ,上 式 中 最 后 那个 积分 是 在 计算 一 nT) 在 [nT 一 A,nT 十 A 区 间 内 的 面积 ; 
而 这 个 面积 一 定 等 于 1, 与 n 的 取 值 无 关 , 因 此 ,上 式 可 以 容易 地 改 瑟 为 ， 


Asts) 一 > lmnT et™: 


= 7(0) 二 ZCT)e 二 rz(2T)e T+ (4-6) 

式 (4-6) 就 是 已 采样 信和 号 zx, (2) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 

在 式 (4-6) 中 ,zx(Dn 的 每 一 个 采样 值 都 被 薪 凡 一 个 布 同 的 延 退 因 于 exp( 一 mw 了) ,根据 
拉 普 拉 斯 变换 的 延迟 性 质 , 这 个 延迟 因子 表示 采样 值 相 对 于 上 一 0 的 时 间 迁 迟 。 比 如 , 式 
(4-6) 中 的 指数 项 ee 表示 采样 值 5(2 了 TT) 是 在 1 = 2T 时 被 采样 的 , 比 t 二 0 晚 了 2 本 的 时 
间 ,. 所 以 ,在 把 所 有 的 采样 值 集合 在 一 起 的 时 候 , 就 组 成 了 一 个 有 先后 顺序 的 时 间 序 列 。 

注解 : 拉 普 拉 斯 变 提 的 廷 迟 性 质 的 意思 是 ;把 一 个 慷 号 在 时 域内 延迟 时 间 了 ,就 等 
于 对 这 个 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 莫 以 e7 下 面 用 全 函 豆 来 验证 这 个 延 退 性 质 。 

首先 ,8(1) 的 拉 普 枉 斯 实 摘 等 于 1. 把 8 延迟 时 间 人 本 之 后 的 信号 是 8(1 一 了 ,其 中 
工 盖 0。 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ,860 一 了 ) 的 拉 普 拉 斯 灾 撞 应 该 计算 为 : 


ee St— Ted (4-7) 


上 或 中 ,和 由于 Bt 一 了 的 第 选 特性 ,被 积 函 教 B(1 一 TIe" 只 在 t= 十 的 外 域 不 等 于 堆 。 
所 以 ,上 起 的 积 仓 区 间 可 以 纺 小 到 上 三 了 的 一 沾 邻 域 .这 样 , 式 (d4-77 可 以 改 置 海 ， 


Th 
(5) =| 30— De 和- 台 ) 
动向 
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我 们 把 上 式 中 的 入 看 成 一 沾 无 穷 小 ;所 以 ,e "可 以 认为 午 于 ee 了 ,因而 可 以 提 到 积 
分 号 之 前 ,这 样 之 后 , 式 (4-8) 地 为， 


Ti 
XD) = 上 ‘81— Dd (4-9) 
显然 , 式 (4-9) 中 的 积分 等 于 1, 所 以 ,我 们 得 到 Br 一 了 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
(一 (4-10) 


这 就 验证 了 拉 普 拉 斯 变换 的 延迟 性 质 。 
4.2 ”从 拉 普 拉 斯 变换 到 z 变换 


我 们 已 经 得 到 了 已 采样 信号 zxs(2) 的 拉 普 拉 斯 变换 式 (4-6) 。 现 在 想 从 连续 时 域 进 
人 离散 时 域 是 非常 容易 的 ,只 要 定义 一 个 复 变 量 =， 
| (4-11) 
把 式 (4-11) 代 人 式 (4-6) 的 右边 ,得 到 ， 
(lz) 一 py rn )e" 


= I(t0)T+ rT + rl(2T em (4-12) 

式 (4-12) 就 是 我 们 想 要 的 离散 时 域 信 号 xzCnT) 的 z 变换 定 义 式 ,其 中 的 x(nT) 是 
ZX,() 在 离散 时 间 点 上 的 值 ,由 此 可 以 看 出 ,从 连续 时 域 向 离散 时 域 转变 的 过 程 中 ,已 采 
翌 信 号 z,(2) 扮演 了 关键 性 的 角色 ,而 式 (4-11) 变量 代 换 的 一 个 好 处 是 把 式 (4-6) 中 复 
杂 的 指数 函数 变 成 了 式 (4-12) 中 比较 简单 的 短 函 数 ， 

在 式 (4-12) 中 ,右边 的 每 一 项 xztnT)z“ 都 由 两 个 因子 组 成 ;其 中 的 x(nT) 为 样 点 
值 ,而 = ”为 这 个 样 点 相对 于 起 始 时 间 的 延迟 .比如 ,2. 5z* 表示 这 样 一 个 样 点 , 它 的 值 
是 2.5, 它 出 现 的 时 间 比 信号 起 始 时 间 晚 ( 右 移 ) 了 8 个 采样 周期 .所 以 ,z 变 换 中 的 2 
与 拉 普 拉 斯 变换 中 的 e”” 具有 相同 的 功能 :e “把 一 个 连续 时 域 信号 延迟 了 时 间 nT， 
而 = ”把 一 个 离散 时 域 信 号 延迟 了 za 个 采样 周期 工 .我 们 和 将 在 4.5 节 中 仔细 讨论 z 恋 换 
的 延迟 性 质 。 

这 里 需要 说 明 一 点 ,z 变换 的 一 般 性 定义 是 双边 的 ,而 式 (4-12) 是 单 边 的 .在 后 文 
中 将 会 看 到 ,实际 使 用 中 的 信和 号 几乎 都 是 单 边 的 ,因此 , 单 边 和 双边 是 一 样 的 ,我 们 也 
可 以 把 式 (4-12) 中 的 累加 下 限 扩 展 到 一 oo, 因而 得 到 双边 的 z 变换 定义 式 ， 


Xtz) = i rnT)e (4-13) 
下 面 3 个 离散 序列 都 是 在 离散 时 域 中 经 常用 到 的 ,也 是 离散 时 域 中 最 简单 的 信号， 


我 们 来 计算 它们 的 z 变换 ， 


例 4-1 单位 脉冲 序列 8(nT) 类 似 于 连续 时 域 中 的 8(z) 函数 ,但 不 能 简单 地 认为 CnT) 是 由 
8(1) 采样 而 得 到 的 . 它 被 定义 为 ， 
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1， 入 一 昨 
BriT) = 全 ed (4-14) 
它 的 样 点 序列 画 在 图 4-2a 中 .把 5(nT) 代 人 = 变换 的 定义 式 (4-12) 之 后 ,可 以 得 到 就 #T) 的 
z 变 摘 ， 
Rlz) =1+0Xe 十 0 其 和 十 一] (d=-15) 
这 个 结果 非常 简单 ,非常 有 用 ,而 且 也 等 于 连续 时 域 中 避 D 的 拉 氏 变换 XX(s) = 1. 单 位 脉冲 
序列 的 = 变换 轻 设 有 零点 ,也 设 有 极点 ,所 以 使 用 起 来 非常 方便 (零点 与 极点 将 在 5. 5 蔬 中 讨论 )。 


本 dk 至 i 


例 4-2 单位 阶 获 序列 winT) 可 以 认为 是 从 连续 时 域 的 单位 阶 既 函数 如 六 采样 面 得 到 的 .但 
wtt) 在 1 = 二 0 处 是 不 连续 的 .按照 通常 的 规定 ,utz) 在 这 一 点 的 值 应 该 等 于 左右 极限 的 平均 值 , 即 
ut0) 一 0. 51 但 我 们 在 这 里 规定 wt0) = 1. 所 以 ,单位 阶 码 序列 wlnT) 被 定义 为 ， 

unT) = 1 n 宇 0 (4-16) 
图 4-2b 夯 出 了 单位 阶 茎 序列 的 样 点 . 它 的 z 变 换 可 以 根据 z 变换 定义 式 (4-12) 计算 为 : 
Ke) =1 十 本 十 本 二 二 | 2 

上 趟 右边 是 一 个 等 比 级 数 ; 只 有 当 公 比 = 的 模 小 于 1 时 才 收 敦 , 所 以 ,这 个 等 比 级 数 的 收 全 
条 件 是 | x | 二 1, 或 者 是 | xz| 放 1, 因此 ,单位 阶 唉 序列 的 z 变 换 是 有 收 襄 区 域 的 ,这 个 收 人 误区 域 
是 单位 圆 的 外 部 . 

在 收 敦 域内 ,上 式 可 以 用 等 比 级 数 求 和 公式 化 简 为 ; 


Wie) rr le | (4-17) 
如 果 令 上 式 右边 的 分 母 等 于 零 ,就 得 到 它 的 极点 所 一 1, 所 以 单位 阶 唉 序列 有 一 个 极点 在 x 一 1。 


例 4-3 单位 指数 序列 可 以 认为 是 从 连续 时 域 的 单位 指数 函数 采样 而 得 到 , 它 的 表达 式 为 ; 
(nT = OZaTlr ns (4-18) 
其 中 ,0 二 a 二 1 保证 了 单位 指数 序列 的 收 襄 性 . 它 的 样 点 序列 画 在 图 4-2c 中 . 它 的 z 变 换 为 ， 
Rle) =1+ar c+as 二 +" 


一 十 《age Ca ley 


一 > (a (‘4-19) 
把 上 式 与 上 面 的 例 4- 2 比较 后 可 知 ,上 式 中 的 和 i 'z 对 应 于 倒 4-2 中 的 z. 所 以 ,上 式 可 简化 为 ; 
Xe = [ela (4-20) 


式 (4-20) 的 收 策 区 域 也 是 一 个 圆 的 外 部 .由 于 0 一 上 二 1, 这 个 圆 在 单位 圆 之 内 .所 以 ,单位 
指数 序列 的 = 变换 的 收效 域 要 友 于 例 4-2 中 单位 阶 牙 序列 的 收 伍 域 . 这 也 可 以 从 图 4-2b 和 图 4-2c 
看 出 :图 4-2b 中 的 样 点 保持 不 变 , 而 图 4-2c 中 的 样 点 旺 指 数 吉 减 . 因 此 ,图 4-2e 应 该 比 图 4-2 有 较 
大 的 收 笋 域 。 
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心 ) 单位 阶 茎 序列 
x(nT) 
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(ce) 单位 指数 序列 


图 4-2 3 个 基本 的 离散 序列 


此 外 ,单位 指数 序列 的 变换 的 一 个 极点 位 于 = a. 因 为 0 过 a 过 1, 所 以 极点 在 单位 圆 内 , 具 
体 地 说 , 它 的 一 个 极点 位 于 单位 圆 内 的 正 实 轴 上 ,与 原点 的 距离 为 a, 此外, 如果 单位 指数 序列 的 a 


取 值 于 一 1 与 0 之 间 , 那 么 它 的 样 点 序列 是 振 莫 的 ,但 也 趋 于 零 。 


我 们 把 单位 阶 既 序列 和 单位 指数 序列 的 极点 画 在 图 4-3 中 ,可 以 看 出 ,极点 都 不 在 
收敛 域 内 ,因为 离散 时 域 信和 叶 的 z 变换 在 极点 上 是 发 散 的 .此 外 , 表 4-1 给 出 了 一 些 党 


用 离散 序列 与 它们 的 z 变换 之 间 的 对 照 关系 ， 


Im 


“人 单位 阶 跃 序列 的 极点 
zz 平面 
| 
局 
单位 指数 序列 的 极点 


4-3 单位 阶 碑 序 列 和 单位 指数 序列 的 两 个 极点 位 置 的 比较 
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表 4-1 常用 离散 序列 的 z 变 换 


译 人 


] 所 有 = 

| 下 | 人 1 

3 pe [sl |al 

4 cos{nwo T) i |z|>1 

5 ain(nowo T) 人 |=l|>=1 

6 eostnweT) | 二 [sl>= 1r| 
rsin(am Te | 


rsin(nwn 1) 


| ] 一 2reos(omn Te ' re 


4.3 s 平 面 与 z 平 面 的 映射 


现在 通过 式 (4-11) 来 说 明 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 域 s 平 面 与 z 变 换 的 定义 域 z 平 面 之 
间 的 映射 关系 ,在 拉 普 拉 斯 变换 中 , 自 变量 s 是 一 个 复 频率 变量 ,可 以 用 直角 坐标 写 为 ， 


5 = go 二 Jw (4-21) 
把 式 (4-21) 代 人 式 忆 -11) 之 后 :可 以 得 到 ; 
二 EE (4-22) 


上 式 把 式 (4-11) 表示 成 了 极 坐 标的 形式 .其 中 ,er” 为 = 的 模 , 即 ,z 平 面 上 从 原点 到 
复数 点 = 的 复 矢 量 的 长 度 ,wT 为 这 个 复 矢 量 的 幅 角 , 即 , 从 实 轴 语 着 正方 向 5( 道 时 针 ) 旋 
转 到 这 个 先 量 位 置 时 所 扫 过 的 狐 度 数 。 

通过 式 (4-21) 和 式 (4-22) ,可 以 把 s 平 面 与 z 平 面 关 联 起 来 .从 式 (4-217 来 看 ,一 
0 表示 s 平 面 的 右 半 平面 ,在 式 (4-22) 中 ,oo 二 0 表示 |x| 二 1(T 总 是 大 于 零 ), 因 而 表示 
z 平 面 上 单位 圆 的 外 部 ,这 样 ,s 平面 的 右 半 平面 就 对 应 于 z 平 面 上 单位 圆 的 外 部 .或 者 
说 ,s 平 面 的 右 半 平面 映射 到 了 z 平面 上 单位 圆 的 外 部 .同样 还 可 以 说 ,s 平 面 的 左 半 平 
面 姨 射 到 了 zz 平面 上 单位 图 的 内 部 ,以 及 s 平 面 上 的 虚 轴 上 映射 到 了 z 平 面 的 单位 圆 上 ， 
图 4-4 夯 出 了 这 个 映射 关系 ,通过 把 z 变 换 与 拉 普 拉 斯 变换 联系 起 来 ,可 以 使 我 们 沿用 
连续 时 域 中 信号 处 理 的 基本 原理 ,也 有 助 于 对 DSP 基本 概念 的 理解 和 掌握 ， 


4.4 2z 变换 的 性 质 


这 一 他 中 ,我们 将 叙述 z 变 换 的 几 个 主要 性 质 , 对 于 这 些 性 质 , 我 们 都 可 以 在 拉 普 
拉 斯 变换 中 找到 对 应 的 性 质 , 而 且 在 下 面 对 离 散 时 域 系统 的 分 析 中 会 经 常 使 用 。 
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图 4-4 s 平 面 与 :平面 之 间 的 映射 


4.4.1 线性 性 质 
z 变换 是 一 种 线性 操作 。z 变换 的 线性 性 质 可 以 叙述 为 :两 个 离散 时 域 序列 线性 和 
的 z 变换 等 于 这 两 个 离散 时 域 序列 z 变换 的 线性 和 ,并 可 以 写 为 ， 
SY [AziCaT) + Bes CnT) Je™ = AX, Cz) + BX, (2) (4-23) 
其 中 ,六 与 B 是 两 个 任意 常数 ,多 ,(z) 和 XX;(z) 分 别 是 离散 序列 znT) 和 znT) 的 z 
变换 . 式 (4-23) 的 证 明 是 很 容易 的 ,因为 在 把 式 (4-23) 左边 的 中 括号 展开 .再 把 各 项 重 
新 组 合 之 后 ,就 可 以 写 为 ， 
式 (4-23) 的 左边 = 47>， n(nT)e" + BY za (nT)e™ (4-24) 
根据 z 变换 的 定义 , 式 (4- 24) 右边 的 两 个 连 加 运算 就 是 Xi(z) 和 区; (z) ,也 就 是 ， 
式 (4-24) 的 右边 等 于 式 (4-23) 的 右边 ,所 以 ; 式 (4-23) 是 正确 的 。 


4. 4.2 ” 初 值 定理 


z 变换 的 初 值 定理 与 终 值 定理 可 以 用 来 从 万) 快捷 地 看 出 离散 序列 xinT) 的 时 
域 特性 ,而 不 必 通 过 复杂 的 z 反 变换 ,如 果 已 经 计算 出 了 XX(z) 的 反 变 换 , 那 冬 , 初 值 定 
理 与 终 值 定理 可 以 用 来 对 反 变 换 做 快速 验证 。 
初 值 定理 是 这 样 说 的 :一 个 离散 序列 x(nT) 的 初 值 z(0) 等 于 这 个 高 散 序列 的 z 恋 
换 在 x 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 ,并 可 以 简单 地 写 为 ， 
Xl(0) = limX (x) (4-25) 


初 值 定理 也 是 很 容易 证 明 的 ,因为 根据 z 变换 的 定义 式 (4-12) ,X(z) 5 可 以 表示 为 ; 
X(z) = } rtnT)ze" = x(0) + 3 rnT)2™ 


对 上 式 两 边 取 = 一 = 的 极限 时 , 上 式 右 边 的 连 加 部 分 趋 于 零 , 因而 就 得 到 
式 (4-25)， 


4. 4.3 终 值 定理 


终 值 定理 的 意思 是 ,一 个 离散 序列 zx(nT) 在 经 过 无 限 长 时 间 之 后 的 样 点 值 ,等 于 
它 的 z 变 换 X(z) 乘 以 (1 一 一 ) 之 后 再 令 z 赵 于 1 时 的 极限 ,并 可 以 写 为 ， 
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BE 21dil: 


(60) = lim(tl—2 RX(z) (4-26) 


盖 值 定理 的 证 明 比 较 繁 复 ， 我 们 只 给 出 终 值 定理 的 一 个 结论 ， 当 Xes) 的 所 有 极点 
都 在 单位 圆 内 时 ,ztnT) 的 终 值 等 于 零 ; 当 XX(z) 有 一 个 极点 在 = 一 1 处 .而 其 他 极点 都 
在 单位 圆 内 时 ,x(nT) 的 终 值 为 一 个 稳定 的 非 零 值 ;在 其 他 所 有 情况 下 ,ztnT) 没有 稳 
定 的 化 值 ， 

比如 ,对 于 例 4-2 中 的 单位 阶 匠 序列 使 用 式 (4-26) 之 后 ,可 以 得 到 ， 


1 i (4-27) 


r(co)= lim(l— 2 ) 
pit" ] 


所 以 ,单位 阶 雅 序列 的 终 值 等 于 1; 这 与 例 4-2 中 的 情况 相符 。 
再 比如 ,对 于 例 4-3 中 的 单位 指数 序列 ,由 于 它 的 唯一 的 一 个 极点 在 单位 图 内 ,所 
以 单位 指数 序列 的 终 值 等 于 零 ,这 个 结果 与 图 4-2c 中 的 情况 也 是 一 致 的 。 


4.4.4 卷 积 定理 


关于 离散 序列 的 卷 积 计算 ,我 们 将 在 5,2 节 中 做 比较 详细 的 叙述 .在 这 里 ,我 们 只 
是 使 用 离散 序列 卷 积 的 计算 方法 .而 且 , 这 个 计算 方法 与 连续 时 域 中 的 着 积 计算 方法 
在 原理 上 是 一 样 的 。 

离散 时 域 卷 积 定理 是 这 样 说 的 :如 果 离 散 序 列 witnT) 是 两 个 离散 序列 ztnT) 和 
ytnT) 之 间 的 卷 积 ， 


TH ) = 1 TlkRI y(nT RI) N= ed Oa (4-28) 


由 一 


那么 ,anaT) 的 z 变换 W(x) 就 等 于 zt) 和 y(nT) 的 z 变换 站 (z) 和 Y(z) 的 乘积 ; 
W(xz) = XC(z)Y(z) (4-29) 

其 中 ,Wiz) 的 收 化 域 是 XCz) 和 下 (z) 收敛 域 的 交集 。 
式 (4-28) 是 离散 时 域 卷 积 的 一 般 表 达 式 ,其 中 的 n 和 上 都 是 从 一 二 变 到 =o. 但 是 ， 
我 们 在 前 面 把 离散 序列 的 z 变 换 定义 为 单 边 的 ,所 以 ,在 这 里 也 假设 离散 序列 x(nT) 和 
y(nT) 都 是 从 n 二 0 开始 的 ; 当 n 二 0 时 ,znT) 和 y(nT) 恒 为 零 , 因 此 , 式 (4-28) 的 卷 


wnT) = 3 x(kT)ynT — kT), n= 0,1,2,°: (4-30) 


我 们 先 用 图 4-5 来 说 明 式 (4-30) 中 的 卷 积 是 如 何 进行 的 .图 4-5 中 上 面 的 序列 为 
x(kT), 随 着 上 的 递增 ,序列 向 右 侧 行进 .下 面 的 序列 为 y(nT 了 一条) , 随 着 的 递增 ;序列 
也 向 右 行进 ,但 与 自己 的 横 坐 标 是 逆向 的 , 当 用 式 (4-30) 计算 wtnT) 的 某 一 个 值 的 时 
候 , ya 一 AT) 中 的 nn 可 视 为 带 数 ,比如 在 图 4-5 中 ,yinT 一 条) 的 纵 举 标 是 与 x (kT) 
的 上 二 7 对 淮 的 ,所 以 ,n = 二 7 了 ,我 们 正在 计算 w(7T) 。 

当 司 用 式 (4-30) 计算 wl7T) 的 时 候 , 有 从 0 变 到 7[ 当 训 汪 7 后 ;由 于 y(n 一条) 
二 0 而 不 需 计 算 ], 当 上 = 二 0 时 ,对 应 于 图 4-5 中 最 左边 的 那 条 虚 纪 


;上 面 的 序列 (kT) 
给 出 xz(0), 下 面 的 序列 y(nT 一 并) 由 于 ”一 7 而 给 出 y(77 ,两 者 的 乘积 被 累加 到 累加 器 
三 中 .然后 , 随 着 上 从 1 递增 到 7, 总 共 还 有 7 个 葬 积 项 被 累加 到 三 中 ,这 样 就 得 到 二 7 
的 卷 积 值 wt7T) .图 4-5 中 的 双向 征 头 表示 , 当 我 们 把 y(nT 一 条 ) 左右 移动 时 ,就 可 以 
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计算 出 winT) 的 任意 一 个 卷 积 值 。 


HR 


图 4-5 计算 两 个 离散 序列 之 间 的 卷 积 
在 大 概 知道 了 卷 积 的 计算 过 程 之 后 ,我 们 来 证 明 这 个 卷 积 定理 .对 式 (4-30) 两 边 
取 z 变换 ， 
Wi(z) = >) x(hT) ynT — kT)e™ (4-31) 


其 中 ,WI(z) 为 winT) 的 zz 变换。 
式 (4-31) 右边 的 两 个 连 加 号 可 以 交换 位 置 , 由 于 z(&T) 与 无 美 ,就 可 以 提 到 两 个 
连 加 号 之 间 。 式 (4-31) 就 变 为 ， 
W(z) = z(AT) > ynT 一 上) (4-32) 


把 上 式 中 的 = "分解 为 两 个 因子 wt 和 ze 由 于 因 了 于 x 与 无 美 ;所 以 也 可 以 
称 到 两 个 连 加 号 之 间 .。 这 样 , 式 (4-32) 变 为 ， 


W(xz) = py 天 (开本 到 iy yn — kT)e ™™ (4-33) 
对 于 上 式 中 的 第 二 个 连 加 运算 ,我 们 使 用 变量 代 换 mm 二 nn 一 上 ,也 就 是 二 7 十 上 , 国 
此 , 式 (4-33) 变 为 ， 
Wt(e) = 1 x(k )z D3 ytml je {4-34) 
在 上 式 的 第 二 个 连 加 运算 中 ,离散 序列 y(nT) 是 从 站 = 0 开始 才 不 等 于 零 的 ,而 
从 第 一 个 连 加 运算 可 知 ,是 非 负 的 ,所 以 ,第 二 个 连 加 运算 的 下 限 可 以 修改 为 mm = 0. 
这 样 , 式 (4-34) 可 以 改写 为 ， 
W(xz) = y z(kT)z+ D) ymT ye ™ (4-35) 
现在 ,第 二 个 连 加 运算 已 经 与 第 一 个 连 加 运算 中 的 变量 上 没有 任何 关系 了 ， 因此 ， 
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这 两 个 连 加 运算 可 以 看 成 是 相互 独立 的 两 个 因 式 ,而 且 , 上 式 中 的 两 个 连 加 运算 正好 
是 两 个 离散 序列 ztaT) 和 y(tnT) 的 z 变换 站 (z) 和 YY(z), 这 就 证 明了 离散 时 域 中 的 卷 
积 定理 ,对 于 双边 的 z 变换 ,证 明 的 过 程 是 一 样 的 。 
除了 上 面 这 些 性 质 之 外 ,z 变换 还 有 其 他 一 些 性 质 , 比如 "延迟 操作 ”", 由 于 延迟 操 
作 的 重要 性 ,我 们 用 单独 的 一 市 来 股 述 。 


4.5 ”延迟 操作 


延迟 操作 的 性 质 可 以 叙述 为 :把 一 个 离散 序列 延迟 个 采样 周期 ,等 价 于 对 这 个 离 
禹 序列 的 z 变换 薪 以 x" .为 了 便于 说 明 , 我 们 使 用 一 个 具体 的 延迟 操作 :延迟 3 个 采样 
周期 。 

我 们 要 证 明 的 延迟 操作 的 性 质 , 现 在 可 以 手 述 为 ,把 一 个 离散 序列 (xz7) 延迟 3 个 
采样 周期 ,就 等 于 使 这 个 离散 序列 ztnT) 的 z 变 换 X(z) 冬 以 xz -这 个 = (或 者 <") 叫 
做 延迟 算 符 , 而 最 简单 的 延迟 算 符 是 只 引起 一 个 采样 周期 延迟 的 “单位 延迟 ”x , 它 在 
离散 时 域 系统 中 是 经 常 出 现 的 。 

我 们 先 把 离散 序列 z(nT) 和 延迟 了 3 个 采样 周期 之 后 的 离散 序列 xra (nT) 画 在 图 
4-6 中 ;其 中 ,xm tnT) 的 下 标 D3 表 示 延 迟 了 3 个 采样 周期 ,由 于 原来 的 离散 序列 (nT) 
在 nn 二 0 时 恒 为 零 ,所 以 ;新 的 离散 序列 zm (nT) 的 最 前 面 3 个 样 点 也 都 是 零 。 


wnT) 
古人 
T) m47) 
| 鳃 
0 rm 站 
Xpafn7) 7 
ao 人 | 


m7) x47) 
: x(3T) 


图 4-6 ”延迟 操作 前 后 的 样 点 序列 
要 证 明 延 迟 效 应 是 很 简单 的 ,首先 写 出 原来 离散 序列 xz(nT) 的 zz 变换， 
Xiz) = > znT)e” (4-36) 
我 们 也 可 以 写 出 新 的 离散 序列 zrs (nT) 的 z 变换， 


Amtz) = 3 Tre (HI Ye (4-37) 
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由 于 zm CnT) 的 前 3 个 样 点 都 等 于 零 , 所 以 式 忆 -37) 中 的 连 加 运算 可 以 从 第 四 个 
样 点 xm(3T) 开始 ,因此 ,上 式 变 为 ; 


Km (2) = am (nT) (4-38) 


为 zm tnT) 是 由 x(tnT) 延迟 3 个 样 点 之 后 得 到 的 ,所 以 ,可 以 根据 图 4-6 确定 出 
FrmfnTy 和 zaT) 之 间 存 在 下 面 的 关系 : 
[rm (3T) = xr(0) 
Tn(4T) = xz(T) 
hy rn 


这 个 关系 可 以 用 通 式 写 为 ; 


zm (nT) = x(nT —3T), nS3 {4-40) 
把 式 (4-40) 代入 式 (4-38) 之 后 ,可 以 得 到 ， 
Ara(e) = 3 rlnT — 37)e" 
使 用 变量 代 换 , 令 m 二 n 一 3, 因 此 丸 二 现 十 3. 这 样 ,上 式 可 以 改写 为 
Xi (2) = 3 zmT em a YEmT)E" 


显然 ,上 式 右边 的 连 加 运算 就 是 zx(nT) 的 z 变 换 。 ” 
我 们 最 后 得 到 ， 


Amte) = 二 (到 ) 《4-41) 
在 把 延迟 3 个 样 点 时 间 推 广 到 延迟 任意 多 个 样 点 时 间 之 后 , 式 (4-41) 变 为 ; 
No(z) = "NX (ze) (4-42) 
式 (4-42) 就 是 关于 延迟 操作 性 质 的 z 变换 表达 式 , 它 的 意思 是 ,一 个 离散 序列 被 延 
述 卫 nn 个 样 点 周期 之 后 , 它 的 z 变换 等 于 原来 离散 序列 的 = 变换 乘 以 z"., 下 面 的 例 4-4 
将 具体 说 明 离散 序列 之 间 的 延迟 关系 以 及 完整 的 信号 处 理 过 程 。 


例 44 图 4-7 是 一 个 非常 简单 的 数字 滤波 器 的 实现 框 加 |( 第 7 章 将 对 实现 相 图 做 比较 详细 
的 讨论 ) .rinT) 为 系统 的 输入 序列 ,要求 计算 出 滤波 器 的 输出 序列 y(nT)。 


mnT) Hn) 


图 4-7? 一 个 简单 滤波 器 的 框图 
我 们 先 来 分 析 图 4-7 中 各 离散 序列 之 间 的 时 间 美 系 ,图 4-7 中 共有 4 个 离散 序列 ,xz(nT)， 
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rNAT 一 了 winT) 和 y(nT) ,xtnT) 是 输 人 序列 ,序列 ztnT 一 了 是 从 xtnT) 延 运 1 个 采样 周期 
后 得 到 的 ,可 以 认为 与 xinT) 是 同一 个 离散 序列 ,wlnT) 是 和 将 zlnT 一 也) 经 过 比例 缩放 后 得 到 的 
一 个 序列 .所 以 , 它 与 z(tnT) 和 zinT 一 站 是 不 同 的 离散 序列 ,图 4-7 中 的 最 后 一 个 序列 是 
y(nT), 它 由 znT) 和 taT) 相 加 而 成 ,所 以 yaT) 也 是 不 同 的 序列 ,总 起 来 说 ,这 个 滤波 器 中 有 
3 个 不 同 的 离散 序列 ;xz(nT) 与 znT 一 了 TT) wtnTY ynaT)。 

与 所 有 的 DSP 系统 一 样 , 滤 波 器 的 操作 是 按 采 样 周期 的 顺序 进行 的 . 当 得 到 一 个 输 人 样 点 
时 ,滤波 器 即 启动 一 个 采样 周期 的 操作 , 当 一 个 采样 周期 内 的 操作 完成 之 后 ,滤波 器 就 进 人 闲置 
状态 ,等 待 下 一 个 样 点 的 到 来 ,我 们 从 滤波 器 的 第 一 个 采样 周期 开始 。 

当 nn 一 0 时 ,滤波 器 进 人 第 一 个 采样 周期 ,这 时 ,ztnT) = zt0), 在 图 4-8 中 等 于 1, 但 这 时 的 
单位 延迟 z 中 的 记忆 是 空白 的 .通常 的 做 法 是 ,在 系统 启动 时 ,把 所 有 单位 延迟 x 的 记忆 都 初始 
化 为 零 . 所 以 ,这 时 由 单位 延迟 x 提供 给 ztriT 一 的 样 点 值 是 零 , 即 站 =0 时 ,zt 一 等 于 零 。 
因此 ,wx0) 也 等 于 零 .最 后 的 输出 y(0) == x(0) 十 ad0) = 1, 在 结束 这 个 样 点 周期 的 操作 之 前 ,单位 
延迟 z” 要 把 xz(0) 保存 在 它 的 记忆 里 ;以便 在 下 一 个 采样 周期 开始 时 把 zf0) 交 给 ztnT 一 也， 


x(nT) 


图 4-8 一 个 简单 恋 波 器 中 的 各 个 数字 信和 号 的 样 点 序列 
当 n 一 1 时 ,滤波 器 进 人 第 二 个 采样 周期 ,这 时 ,zfnT) = z(T) ,在 图 4-8 中 等 于 0,5, 单 位 延 
迟 =* 把 前 一 采样 周期 中 记忆 的 z(0) 交错 rtnT 一 了 ,所 以 ,这 时 的 zaT 一 人 = x(t0) 一 1， 
wnT) 应 该 等 于 此 时 的 zt# 一 也 的 一 半 , 即 winT) ==0.57t0) = 0,5,. 最 后 ,y(nT) 一 工 了 ) 十 
wn) 二 0.5 十 0.5 二 1, 当 第 二 个 输出 样 点 计算 完毕 时 ,zx(7T) 被 单位 延迟 x" 记忆 起 来 , 接 下 来 的 
ztn 丁 ) 的 值 如 图 4-8 中 那样 ,分 别 为 I(2T) 一 一 0.5.zr(37T) = 一 0,8,z(4T) = 0.2, 通 过 计算 , 滤 
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波 器 的 输出 依次 为 y(2TD) 二 一 0.25,、y(31) = 一 1.05,y(4T) 一 一 0. 2。 
我 们 把 这 个 契 波 病 的 前 5 个 桂 氮 周期 肉 的 操作 结 朱 表示 在 图 4-8 和 表 4-2 中 。 从 这 两 个 图 表 
中 可 以 了 和 解 到 离散 时 域 系 统 的 一 般 操 作 过 程 .在 第 5 章 中 ,会 经 党 过 到 离散 序列 的 分 析 与 计算 ,也 
许 要 复杂 一 些 , 但 基本 的 过 程 是 一 样 的 ， 
甫 42 滤波 器 中 的 各 个 离散 序列 


tn 一 TT) 
Tat nl ) 


y(nT ) 


4.6 z 反 变换 


我 们 一 般 是 从 离散 序列 计算 出 z 变换 ,但 有 时 也 需要 从 z 变换 还 原 出 它 的 离散 序 
列 . 从 离 敬 序 列 的 z 变 换 计算 出 原来 的 离散 序列 的 过 程 ,叫做 z 反 变换 .我 们 先 说 明 z 反 
变换 的 计算 公式 是 如 何 导 出 的 ，。 

z 反 变换 的 原理 是 复 变 函数 理论 中 的 柯 西 积分 定理 ,对 于 z 反 变换 , 柯 西 积分 定理 
可 以 写 为 ; 

TT 0 
2 de = [La (4-43) 

其 中 ,了 为 一 条 在 被 积 函 数 = 二 收敛 域内 沿 着 道 时 针 方 向 且 包 人 省 原点 在 内 的 闭 人 台 路 径 。 
式 (4-43) 的 意思 是 , 当 上 二 0 时 ,被 积 函 数 等 于 za! ,因而 积分 等 于 2mj; 当 上 了 关 0 时 ,由 于 
被 积 阴 数 不 等 于 x ,积分 一 概 为 零 。 

所 以 ,要 想 从 臣 (z) 找 出 xm) ,就 只 要 对 (Gz) 匀 以 坟 172mji, 然 后 沿 着 收 敏 域内 的 
一 双人 怡 当 的 闭合 曲线 做 积分 .这 可 以 写 为 ， 


2 Xe :dz 《十 -二 于) 
把 式 (4-44) 中 的 Xtz) 用 式 (4-12) 的 右边 代替 ,可 以 写成 连 加 运算 的 形式 ,在 把 
x | 乘 进 连 加 运算 之 后 , 式 人 4-44) 变 为 ， 
| eh NM 1 入 一 如 上 看 一 | 
2 XO 六 a 2) z(td 
对 于 上 陈 石 边 ,在 变换 了 积分 号 与 连 加 号 之 后 (这 种 交换 一 般 是 可 以 的 ) ,被 积 函 


数 中 的 xz(n) 对 于 闭 台 积分 是 一 个 常数 ,所 以 可 以 提 到 积分 号 之 前 -根据 这 个 分 析 , 趟 
(4-44) 9 以 继 于 污 算 为 ; 


Ch 1 
2 Xridz — 37j 2 xz 中 "el le (4-45 ) 
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在 式 (4-45) 右边 , 随 着 "从 0 变 到 呈 , 要 对 无 数 次 的 积分 值 进 行 累加 ,但 根据 式 
(4-43) 的 柯 西 积分 定理 ,只 有 当 n== 志 时 ;积分 才 等 于 2xj,n 为 其 他 正 整 数 时 的 积分 一 
概 为 零 , 所 以 , 式 (4-45) 变 为 ; 


元 YEE de = rh) C4-46) 
Tr 
在 式 (4-46) 中 把 有 枚 为 由 ,就 得 到 z 反 变换 的 计算 尾 式 ， 
x 二 ;中 Cet he (4-47) 
nj dr 


式 (4-47) 中 的 积分 路 径 丁 是 不 难 找 到 的 ,因为 XX(z) 的 收 伍 域 都 是 一 些 以 原点 为 
中 心 的 圆 环 或 圆 的 外 部 ， 


例 4-5 在 例 4-3 中 ,我 们 计算 了 单位 指数 序列 的 = 变换 
] 


Ki) = Isl>a (4-48) 
现在 要 求 找 出 它 的 z 反 变换 ， 
在 利用 了 zz 反 变 换 计 算 公 式 (4-47) 之 后 , 式 (d4-d48) 中 (2) 的 z 反 变换 可 以 计算 为 ， 
si wba .可 
TLN) 一 Dr px 《eg de = 中 | se rde = Dr J (4-49) 


式 (4-49) 中 , 补 积 函数 只 在 = 一 上 处 有 一 个 极点 ,而 且 , 从 例 4-3 可 知 ,0<as1, 因 此 ,XCe) 
的 收 辫 域 为 | = | 二 a 所以, 式 (4-49) 中 的 积分 闭 浊 路 径 可 以 选择 为 单位 圆 , 
在 对 去 以 -49) 使 用 留 数 定 理 之 后 ,就 可 得 到 ， 
iN) = a (4-50) 
这 个 结 二 是 与 倒 4-3 中 的 单位 指数 序列 相符 的 . 


虽然 式 (4-47) 的 z 反 变换 计算 公式 比较 简单 ,但 有 时 计算 会 非常 困难 .所 以 ,我 们 
来 看 两 个 简单 实用 的 方法 ,长 除法 和 部 分 分 式 法 。 
4.6.1 长 除法 


长 除法 是 把 一 个 表示 为 分 式 的 z 变换 变 成 一 个 多 项 式 , 因 而 就 知道 了 相应 的 离 获 
序列 .我 们 用 一 个 例子 来 说 明 长 除法 的 计算 过 程 。 


例 46 有 一 个 z 变 换 ， 
XE) = (4-51) 


要 求 用 长 除法 计算 它 的 离散 序列 。 
这 个 z 变换 有 如 下 的 长 除法 计算 过 程 ; 


LU 
] 十 站 5 有 1 


HY 电源 网 -论坛 ain 
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1-0.57 410.25z + 


| 看 | 
ve 140.Sz 1 


3 42 
-和 02 
| 
0025 310.12577 
-0.1252" 


所 以 , 式 (4-51) 中 的 芭 (z) 也 可 以 写 为 ， 
A(te) =1—0.50 十 和 252 十。 {4-52) 
根据 z 变换 的 定义 ,我 们 得 到 X Cs) 的 z 反 变换 ;x(0) = 1,zx(1) = 一 0,5,7(2) = 0,25.: 


4.6.2 部 分 分 式 法 


部 分 分 式 法 是 把 一 个 z 变换 的 分 式 分 解 为 若干 个 分 式 之 和 ;而 分 解 之 后 的 每 一 个 
分 式 都 可 以 通过 z 变换 表 找 到 对 应 的 离散 序列 。 我 们 用 下 面 的 两 个 例子 来 说 明 如 何 用 
部 分 分 式 法 完成 z 反 变换 ， 


出 4 要 求 找 出 下 面 ， 变换 的 z 反 变换 ， 


1 De 
Xlz) = 0 re (4-53) 


我 们 把 上 式 写 成 下 面 的 形式 ， 
Ra = 二 各 一 十 妃 (4-54) 
把 上 式 右边 合并 为 一 个 分 式 ,然后 将 其 分 子 与 式 (4-53) 的 分 子 进行 比较 ,并 得 到 ， 
Ni 
[a 
所 以 , 式 (4-54) 可 以 写 为 ， 


XN(r) = 一 下 {=55) 


Te 
1—0.5e: 
根据 表 4-1 中 的 第 一 行 和 第 三 行 ,得 到 式 (4-53) 的 z 反 变换 ， 

IlN) = oO 0 O— 人 Hn) (4-567 
上 式 也 可 写 为 :x(0) 一 1.z(1) = 1,z(2) 一 和 5 zf3) = 0.25.x(4) = (125.... 


例 4-8 要 求 找 出 下 面 = 变换 的 z 反 变换 ， 


pp 3 a 

~ ee 
我 们 把 上 式 分 解 为 两 个 分 式 之 和 ， 

Lr 2 了 B i i 

WD 十 (4-58) 


EE J OI 开工 程 是 


对 上 式 右 边 通 分 ,并 和 将 其 分 子 与 式 (4-57) 的 分 子 比较 之 后 ,可 以 得 到 ， 


ol 
B=—3 
把 式 (4-59) 代 人 起 (4-58) 之 后 , 式 (4-58) 变 为 ， 


SS 了 
Ns) 一 一 一 本 0 


根据 表 4-1 中 第 二 行 和 第 三 行 , 可 以 得 到 这 两 个 分 式 对 应 的 离散 序列 ， 


6 
| i 


1—0. 9s 3 


因此 , 式 (4-57 的 z 反 变换 是 ， 
KR) 一 6 一 3XKO53n 
或 者 写成 :x(0) = 3,7x(]1) = 4.5.7(2) 一 5.25.rf37 一 5.625。 


小 结 


(4-59) 


(4-60) 


(4-61) 


(4-62) 


口 被 采样 了 的 模拟 信号 仍然 是 连续 时 域 信号 .在 保留 了 +t = nT 时 间 点 上 的 非 零 
值 , 并 上 略 去 所 有 其 他 时 间 上 的 零 值 之 后 ,就 从 连续 时 域 进入 到 了 离散 时 域 .这 就 


是 从 拉 首 拉 斯 变换 到 z 变换 的 过 程 ， 


口 从 连续 时 域 进入 离散 时 域 的 过 程 中 ,已 采样 信号 zs(z) 起 到 了 关键 性 的 作用 , 因 


为 它 具 有 连续 时 域 和 离散 时 域 的 双重 特性 。 
中 讨论 了 s 平 面 与 z 平 面 之 间 的 映射 关系 。 
口 氢 述 了 =z 变 换 的 主要 性 质 和 3 个 最 基本 的 离散 时 间 序 列 。 


口 讨 论 了 离散 时 域 中 的 延迟 操作 xz", 它 与 连续 时 域 中 的 e" 具有 相同 的 延迟 


效应 。 


咒 最 后 讨论 了 z 反 变换 的 计算 方法 ,其 中 的 长 除法 和 部 分 分 式 法 是 两 个 简单 实用 的 z 


反 变 换 方 法 ， 
习题 


4.1 写 出 下 列 有 限 长 离散 序列 的 = 变换 ， 
(1) zx(0) = 1.2,.7(D) 一 一 1.3.r(2T) = 0.5.7(3T) = 2.6.7(47) = 0, 


(2) TO = 1,.7D) = 2.5.727) = /0.88.73T) =— 0. 8x47D) = 1,5.75T) = 2.2, 


4.2 找 出 下 面 有 限 长 离散 序列 的 = 变换 ， 

TI) = 一 一 0 

4.3 试 确定 与 下 列 z 变换 对 应 的 离散 序列 的 各 样 点 值 ， 
(1) 1 十 5 一 工 间 a 一 3 
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(2) (2—0.50 入 

(3) 201 —2 Nl) 一 220 一 3.62 

4.4 ”计算 下 列 z 变换 的 z 反 变换 ; 

《1 R(t) = Be /1 C—O Be™) 

(2) XCE) = 2(1 + Os N=—0. 5 M10,72 7 )] 

4.5 假设 xf) 的 z 变 措 为 站 (x), 斌 证明"rtnT) 的 z 变换 是 XX(z/a)， 
4.6 假设 rfn7T) 的 z 变换 为 处 (zx), 试 证 明 nrtnT) 的 z 变换 是 一 zdX(z) /dz。 
4.7 利用 表 4-1 中 的 第 三 对 zz 变换 ,推导 出 第 四 对 和 第 五 对 z 变换 ， 
4.8 证 明 下 列 z 变 换 鞠 系 。 

(1 zx" tn) 的 zz 变换 是 X zs ), 其 中 < 表示 共 罩 复数 ， 

(2) 了 (一 四) 的 z 变换 是 XC1/z) ,用 双边 z 变换 证 明 ， 
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在 第 4 章 引 人 了 z 变换 之 后 ,就 可 以 对 离散 时 域 系 统 进行 分 析 与 描述 。 我 们 将 使 
用 几 种 不 同 的 分 析 方 法 ,包括 单位 冲击 响应 . 卷 积 .系统 传递 函数 .频率 响应 .差分 方程 
等 。 虽 然 每 一 种 方法 在 推导 和 使 用 时 都 有 自己 的 特点 ,但 它们 所 描述 的 都 是 系统 的 输 
人 与 输出 之 间 的 关系 ,这 可 以 简单 地 表示 为 图 5-1。 

由 于 一 个 离散 时 域 系 统 中 的 采样 周期 一 般 都 是 固定 不 变 的 ,为 了 简洁 起 见 ,我 们 
从 现在 起 将 尽 可 能 地 略 去 离散 序列 表达 式 中 
的 采样 周期 工 ,比如 ,把 x(nT} 写 为 zln), 但 
会 义 没 有 改变 。 此 外 ,离散 时 域 系统 可 以 简 
一 一 称 为 离散 系统 ,离散 时 域 序列 可 以 简称 为 离 
图 5-1 离散 时 域 系 统 及 其 输入 与 输出 ” 散 序 列 ， 


5. 1 离散 时 域 系 统 的 性 质 


我 们 在 数字 信号 处 理 中 所 讨论 的 离散 时 域 系 统 仅 限于 一 类 最 常见 的 离散 时 域 系 
统 , 即 “ 移 不 变 ” 的 “因果 性 "的 和 "线性 "的 离散 时 域 系 统 。 下 面 解释 这 3 个 性 质 ， 


5. 1. 1 移 不 变 系统 


称 不 变 系 统 是 这 样 定 义 的 ;如 果 一 个 离散 系统 的 输入 与 输出 之 间 的 关系 不 随时 间 
而 改变 ,那么 ,这 样 的 离散 系统 就 叫做 称 不 变 系 统 。 换 名 话说 ,对 于 一 个 移 不 变 的 离 秃 
系统 ,如 果 它 的 一 个 输 人 信号 在 时 间 上 超前 或 第 后 了 而 个 采样 周期 , 那 各 , 它 的 输出 傅 
号 也 一 定 超前 或 灌 后 同样 的 西 个 采样 周期 。 

我 们 可 以 用 等 式 来 描述 称 不 变 系 统 。 假 设 一 个 离 敬 系统 的 输入 与 办 册 之 间 的 关 
系 为 : 


离散 时 域 


xln) 


yn) = Lr(n) J {5-1) 
如 果 对 于 任意 的 整数 而 一 定 有 ， 
yn) =PLr(n— no)j (5-27 
那么 ,这 个 离 向 时 域 系统 就 叫做 移 不 变 系统 。 
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上 
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上 式 中 ,对 。] 是 一 个 表示 离散 系统 功能 的 操作 符 , 它 把 离散 系统 的 输 人 序列 z(m) 
变换 成 离散 系统 的 输出 序列 y(m) 。 

我 们 一 般 见 到 的 离散 系统 都 是 移 不 变 的 。 但 如 果 一 个 离散 系统 的 参数 (如 滤波 系 
数 ) 随 时 间 而 变化 ,那么 这 样 的 离散 系统 就 不 是 移 不 变 系 统 ， 


5. 1.2 因果 性 系统 


因果 性 系统 的 意思 是 ,系统 在 某 时 刻 的 输出 只 取决 于 当前 和 过 去 的 输入 样 点 ,而 
与 将 来 的 输 人 样 点 无 关 。 我 们 也 可 以 用 等 式 来 描述 这 个 “因果 性 ”。 

假设 一 个 离散 系统 有 两 个 输入 序列 x (和 z(tn) ,而 且 , 由 这 两 个 输入 序列 分 别 
产生 的 输出 序列 为 y(n) 和 ysln)。 如 果 这 两 个 输入 序列 在 时 间 nw 丁 之 前 完全 相等 ; 

X(N) = (nn (5-3) 
就 一 定 有 两 个 输出 序列 在 时 间 nn, 丁 之 前 完 侈 相等 ， 

n= nm (5-4) 
那么 ,这 个 离散 系统 是 因果 性 的 。 

式 45-3) 和 式 (5-4) 也 可 以 解释 为 :两 个 输出 序列 mm 和 wo 在 加 人 时 间 点 之 前 
完全 相同 ,不 受 两 个 输 人 序列 x1 (nn) 和 zx; (0) 在 时 间 点 mw 丁 之 后 的 样 点 的 影响 。 退 一 步 
说 ,即使 两 个 输入 序列 zi Cn) 和 x; (mm) 在 mw 丁 之 后 差别 很 大 ,也 不 会 使 两 个 输出 序列 
yt 和 和 stn) 在 mw 本 之 前 有 任何 不 同 。 

因 末 性 春 的 是 事情 的 前 因 后 果 。 当 某 个 样 点 还 没有 到 达 系 统 时 , 它 是 不 可 能 影响 
系统 的 。 实 际 的 DSP 系统 或 数字 滤波 器 都 是 因果 性 的 。 但 有 时 为 了 分 析 的 目的 ,我 们 
也 会 使 用 非 因 果 性 系统 。 


5. 1.3 线性 系统 


离 芍 系统 的 线性 性 质 的 定义 非常 简单 ;系统 满足 释 加 原理 。 上 有 具体 地 说 ,如 果 两 个 
输入 序列 (m9) 和 zx;( 双 分 别 产 生 两 个 输出 序列 jy () 和 y(n) ,那么 ,由 这 两 个 输入 序 
列 的 线性 组 合 wm (十 到 (所 产生 的 输出 序列 y(n) 也 一 定 等 于 两 个 输出 序列 
n(n 和 ys 《mi 的 此 性 组 侣 王 ] .出 ] (Nn) Tas ys Cn) ,其 中 :ut 和 a; 为 两 个 任意 常数 

我 们 也 可 以 用 等 式 来 描述 。 对 于 一 个 离散 线性 系统 ,如 果 

| Cn) = 和 [Lz Cn) 
[ys Cn) = [rs Cn)] 


(5-3) 


就 一 定 有 
Amat = y(n) = La n(n) ta ze (n) J (5-6) 
为 了 进一步 理解 线性 簿 加 的 性 质 ,我 们 来 对 线性 与 非 线 性 做 一 个 比较 ,而 所 用 的 
例子 是 一 个 非常 简单 的 电学 问题 ,这 就 是 图 5-2 中 电阻 与 二 极 管 之 间 的 特性 对 比 。 
电阻 是 线性 的 。 它 的 伏 安 特性 如 图 5-2 中 的 直线 所 示 ， 只 蛙 电 间 两 山 增 加 1 V 电 
庄 ( 如 图 5-2 中 从 0Y 增 加 到 1 V, 或 者 从 1Y 增 加 到 2 V), 流 过 15k0 电阻 的 电流 就 必 
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定 增 加 1 m 和 A, 与 当时 电阻 中 已 经 流 过 的 电流 大 
小 无 关 。 二 极 管 的 情况 就 不 一 样 。 当 电压 从 
0 V 增 加 到 1 VW 时 ,图 中 的 二 极 管 电流 增加 了 
0. 1 mA; 而 当 电 压 从 1W 增加 到 2W 时 ,电流 则 
增加 了 1.1 mA。 所以, 二极管 是 非 线 性 的 , 它 
的 伏 安 特性 是 弯曲 的 。 究 其 原因 ,二 极 管 的 导 
电 特 性 受到 二 极 管 工作 状态 的 影响 。 由 此 ,我 
们 可 以 进一步 说 ,所 谓 线 性 系统 是 指 那些 输入 
与 输出 之 间 的 关系 趟 受 系统 状态 影响 的 系统 .。 


eB viW) 


是 一 时 域 分 析 方 法 , 它 所 完成 的 功能 是 从 系统 的 输入 序列 计算 出 系 
统 的 输出 序列 . 我 们 将 会 看 到 ， 卷 积 计算 利用 了 上 面 报 述 的 离散 系统 的 移 不 变 、 因 果 
性 和 线性 全 加 的 性 质 。 但 从 另 一 方面 看 , 卷 积 计算 是 依靠 离散 系统 的 单位 冲击 响应 完 
成 的 。 


5.2.1 单位 冲击 响应 


单位 冲击 响应 是 指 一 个 离散 系统 以 单位 脉冲 序列 SCn) 为 输入 时 所 得 到 的 输出 序 
列 ht。 单位 脉冲 序列 (0) 曾 经 在 第 4 章 的 例 4-1 中 叙述 过 , 它 被 定义 为 : 
六 二 人 0 


(5-7) 


育 号 (nm ,那么 ,图 5-1 中 的 输出 

应 h(n)。 我 们 把 单位 脉冲 序列 8m) 与 单位 冲 

击 啊 应 h(n) 的 关系 妨 外 副 在 图 5-3 中 。 图 5-3 中 的 输出 序列 h(n) 只 是 一 个 具体 的 例 
子 ,冲击 响应 hn) 的 所 有 nn<0 的 样 点 都 等 于 堆 , 表 示 


Sn) im) 


图 5-3 由 单位 脉冲 序列 产生 单位 冲击 响应 
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5.2.2 把 输入 序列 分 解 为 5 序列 


作为 卷 积分 析 的 第 一 步 ,我 们 把 输 人 序列 分 解 为 许 才 个 3 序列 的 秋 加 ,如 图 5-4 所 

示 。 图 中 上 面 的 xz(n) 为 离散 系统 的 输入 序列 。 我 们 把 它 的 前 4 个 样 点 分 解 为 4 个 8 
序列 ,并 画 在 图 中 xt 的 下 面 。 

分 解 出 来 的 第 一 个 序列 为 图 中 的 x(0)80n)。x(t0)8(n) 的 意思 是 ; 它 是 一 个 8 序列 ， 

而 20) 是 一 个 常量 ,可 以 看 作 m2) 的 比例 因子 。 因 


因 | 1 ， 1 1 ， 此 ,这 个 序列 只 有 当 ma=0 时 的 样 点 等 于 z(0) ,其 他 
所 有 样 点 都 为 零 。 图 中 下 面 的 3 个 序列 也 有 相同 的 

会 内 。 比 如 ,对 于 图 中 的 第 四 个 8 序列 x(3)8(n 一 3)， 

x(O) 6(n) zx(3) 也 只 是 一 个 比例 因子 ,而 且 , 这 个 序列 只 有 当 
1 n 一 3 时 的 样 点 等 于 r(3), 其 他 样 点 都 为 零 。 总 起 来 


DEC 10 说 ,图 5-4 中 从 z(0)8Cm) 到 z(3)8Cn 一 3) 的 这 4 个 单 
中 位 脉冲 序列 在 i 一 0.1.2.3 的 4 个 采样 时 刻 分 别 等 于 
(0 sz(2) wz(3)s 这 与 图 5-4 中 ztn) 的 样 点 


Ne | ? 值 是 一 样 的 。 
和 定夺 ”为 了 图 形 的 清晰 ,我 们 只 画 出 图 5-4 中 每 个 8 


ee 序列 中 那个 不 为 零 的 样 点 ,而 略 去 了 所 有 其 他 的 零 
和 样 点 。 图 中 输入 信和 号 zt) 的 后 面 3 个 样 点 z(t4)、 
x(5) 和 x(6) 也 同样 可 以 分 解 为 3 个 8 序列 。 总 之 


图 5-4 把 输入 信号 分 解 为 许多 输入 信和 号 的 每 一 个 样 点 都 可 以 分 解 为 一 个 独立 的 8 
单位 脉冲 序列 it 


9.2.3 把 每 个 5 序列 转换 成 输出 序列 


现在 把 这 些 分 解 出 来 的 8 序列 逐个 地 输 信 到 图 5-3 那样 的 离散 系 统 中 ,因而 可 以 
得 到 相同 个 数 的 输出 序列 ,如 图 5-5 所 示 。 图 中 最 上 面 的 样 点 序列 为 离散 系统 的 单位 
冲击 响应 htn)。 在 这 个 具体 的 h(n) 中 ,只 有 前 3 个 样 点 he0),h(1) 和 (2) 不 为 零 。 同 
样 为 了 使 图 形 清晰 ,我 们 略 去 了 图 5-5 中 每 个 输出 序列 中 的 所 有 零 样 点 。 
先 计算 由 第 一 个 输入 序列 z(0)8(n) 产 生 的 输出 序列 根据 图 5-3 中 BC) 与 h(n) 
之 间 的 关系 ,并 使 用 图 5-5 中 具体 的 单位 冲击 响应 h(n) ,可 以 计算 出 相应 的 输出 序列 ， 
3 一 有) n=0,1,2 (5-8) 
这 就 是 图 5-5 中 的 第 一 个 输出 序列 y(n)。 显 然 , 式 (5- 肥 中 利用 耳 线 性 系统 的 秋 
加 原理 :因为 由 (0) 产 生 了 hh) ,所 以 ,由 xz00)8(n) 就 一 定 产生 zt03htn)。 此 外 ,因为 
规定 了 所 讨论 的 系统 是 因果 性 的 ,所 以 当 nn<0 时 ,hin) 恒 等 于 零 。 因此 ,wini 从 n=0 
开始 才 有 非 零 输 出 而且 ,由 于 这 个 具体 的 Am 只 有 3 个 不 为 霍 的 样 点 ,所 以 当 hj 全 2 
之 后 ,ft 的 输出 样 点 全 为 零 。 
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同样 ,由 第 二 个 输入 序列 z(1)5(n 一 1) 产 生 的 输出 
序列 为 ， 
0 并 一 总 
my et NE 
上 式 中 ,由 因果 性 可 知 , 上 只 有 从 #= 二 1 开始 ,h(n 一 1) 才 不 
汶 零 。 比 如 ; 当 nn=1 时 ,hn 一 1)= 二 有 00); 这 时 ,wy (nn) 得 
到 了 由 输入 序列 z(1)8cn 一 1) 产 生 的 第 一 个 输出 样 点 
C1)hC0)。 当 n= 二 2 的 时 候 ,yx tn) 得 到 了 第 二 个 输出 样 
点 工 C1)h(1),…:。 这 就 组 成 了 图 5-5 中 的 输出 序 
列 3 (n), 
对 于 输入 序列 xz(2)80n 一 2), 同 样 可 以 写 为 : 
0 n= ,1 
WD) hen n= 人 


只 有 当 nn 二 1 之 后 这 个 输出 序列 才 有 不 为 零 的 条 


出 。 这 是 图 5-5 中 的 输出 序列 y(n)， 图 5-5 由 每 个 单位 脉冲 序列 
对 于 从 下 分解 出 来 的 第 有 小 8 序列 工 (R)BC 一 产生 的 输出 离散 序列 
&), 它 产生 的 输出 序列 可 以 写 为， 
i 站 (5-11) 


rk)h(n—k) n=k,k 二 1,k+2,: 
其 中 ,只 有 当 n= 上 时 输入 序列 工 ( 和 80 一 局 才 产 生 它 的 第 一 个 输出 样 点 zt&)hC0)。 在 
?一 下 十 1 时 给 出 第 二 个 输出 样 点 z(8)AC01)。 然 后 ,给 出 第 三 个 输出 样 点 z(k)h(2), 依 


5.2.4 用 输出 序列 合成 卷 积 输出 
现在 把 由 每 一 个 8 序 到 产生 的 各 个 输出 序列 全 加 起 来 ;就 得 到 总 的 系统 输出 序列 ， 
y(n) 一 >» (nm) = x(k)htn—k) (5-12) 


式 (5- 12) 就 是 用 来 计算 离散 系统 输出 序列 的 卷 积 公式 ， 由 于 此 时 我 们 正在 计算 
输出 序列 中 的 第 nn 个 样 点 ,所 以 ,n 可 以 暂时 看 作 固定 的 。 每 当 mn 固 定之 后 ,就 使 从 0 
变 到 n。 这 与 前 面 从 式 (5-8) 到 式 (5-11) 的 那 4 个 计算 式 的 情况 正好 相反 ;在 那里 ,是 
固定 的 ,n 是 递增 的 。 

我 们 对 卷 积 公式 (5-12) 做 一 个 解释 ;在 输入 序列 zl 的 激励 下 ,离散 系统 的 输出 序 
列 中 的 第 n 个 样 点 yt ,是 由 从 z<(0) 到 xD 的 ml 个 输 人 样 点 分 别 产生 的 Cn 十 1) 个 输 
出 样 点 释 加 而 成 的 。 其 中 ,第 一 个 到 达 系 统 的 输 和 人 样 点 为 zt0), 它 对 此 时 的 系统 输出 样 
友 其 个 的 贡献 是 xz(0)h(n) 1 第 二 个 到 达 系 统 的 输 人 样 点 的 贡献 是 壹 各) 下 一 1) ,等 等 。 
最 后 到 达 系 统 的 输入 样 点 是 xD, 它 对 系统 此 时 输出 的 贡献 是 rzCm)hC0)。 式 (5-12) 中 
连 加 号 的 下 限 设 为 零 , 是 因为 输入 信号 是 从 n=0 开始 加 到 系统 输入 端的 。 连 加 号 的 上 
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限 设 为 n, 是 因为 当局 >n 时 ,n 一 上 < 过 0; 对 于 一 个 因果 性 系统 ,hh( 一 3)、h( 一 2)、h( 一 1) 
一 定 都 等 于 零 。 

式 (5-12) 中 的 卷 积 计算 是 按照 上 从 0 变 到 ;因而 是 按照 输入 样 点 从 zt0) 变 到 
x(n) 的 磊 序 进行 的 。 我 们 也 可 以 有 男 一 种 郑 积 计算 硕 序 , 即 让 上 专 从 ni 道 向 变 到 0, 因 
而 ,输入 序列 从 zx(n) 道 向 变 到 xz00), 但 系统 冲击 响应 则 从 有 (0) 顺 向 变 到 h(n)。 按 照 这 
种 计算 磊 序 的 郊 积 公式 可 以 写 为 ; 

y(n = Tn—khtk) (5-13) 


式 (5-13) 可 以 解释 为 ;系统 的 输出 序列 在 采样 时 刻 nT 时 的 样 点 值 y(n) ;是 由 种 个 
输入 样 点 在 nT 时 刻 的 冲击 响应 样 点 肥 加 而 成 的 ,其 中 ,ht0) 的 贡献 依 合 了 最 后 到 达 系 
统 的 输入 样 点 zx(n) ,所 以 (0) 的 贡献 是 zxC0)hC60)。 相 应 地 ,hh(1) 的 贡献 是 zn 一 1)h 
(1) ,依次 类 推 ,直到 zt0)h(tn)。 式 (5-12) 和 式 (5-13) 都 是 计算 离散 系统 输出 序列 的 卷 
积 公 式 , 两 者 的 结果 是 完全 一 样 的 。 


5.2.5 本 意 的 卷 积 算法 


读者 也 许 发 现 , 上 面 讨 论 的 卷 积 计算 方法 有 些 过 于 繁复 。 因 为 当 计算 系统 的 某 一 
个 输出 样 点 yt) 时 ,必须 画 出 所 有 输入 样 点 的 输出 响应 [ 即 图 5-5 中 许多 的 (ao ], 然 
后 才 可 以 通过 全 加 而 计算 出 系统 输出 的 一 个 样 点 ， 

按照 卷 积 的 本 意 , 我 们 应 该 把 单位 冲击 响应 ht) 的 时 间 轴 倒转 过 来 ,这 时 的 hik) 
就 变 为 (一 上 ;再 水 平 称 动 所 一 司 ,使 它 的 纵 坐 标 与 zf 人 中 的 革 个 点 值 对 齐 , 而 这 个 上 
等 于 yfm 中 的 ma。 所 以 ,这 时 的 后 一 妨 就 变 为 站 nm 一 让 。 然 后 就 可 以 计算 出 天 (2 一 妇 与 
xt) 重合 部 分 的 梯 累 加 和 。 这 就 是 图 5-6 左边 的 情况 。 图 5-6 中 的 n 等 于 3, 所 以 我 
们 正在 计算 y(3)。 这 时 ,h(n 一 局 变 为 h(3 一 咎 s 根据 式 (5-12), 有 下 面 的 计算 顺序 , 先 
使 上 一 0, 计 算出 xz00)h(3); 再 使 上 =1; 计 算出 zx01)h(27; 再 使 上 有 ==2 计 算出 (2)h(01)，; 
最 后 使 有 &=3, 计 算出 x(3)h(0)。 把 这 4 个 乘积 加 起 来 就 得 到 y(3)， 这 二 次 于 法 和 累 
加 操作 分 别 对 应 于 图 中 从 左 向 右 的 4 条 虚线 和 4 个 第 头 ， 

如 果 再 想 计算 y(5) ,就 只 要 把 图 5-6 中 的 h(n 一 局 右 移 两 个 样 点 时 间 , 然 后 用 同样 
的 乘 累加 方法 计算 出 y(5), 这 时 的 累加 项 数 增加 到 了 6 项。 图 5-6 中 的 双向 箭头 表示 
只 要 把 htm 一 上 左右 移动 ,就 可 以 计算 出 所 需 的 y(n)， 

在 图 5-6 的 具体 情况 下 ,xz(k) 只 有 最 前 面 的 3 个 样 点 竺 于 1, 其 他 样 点 都 是 零 ， 
htn 一 上 也 同样 只 有 最 前 面 的 3 个 样 点 等 于 1。 由 这 两 个 序列 的 卷 积 产 牛 的 系统 输出 
示 于 图 5-6 的 右边 。 

图 5-6 中 的 结构 是 按照 式 (5-12) 画 出 的 ,我 们 也 可 以 由 式 (5-13) 画 出 业 亿 的 卷 积 
结构 。 这 时 ,输入 序列 与 冲击 响应 要 互 换 位 置 , 即 输 入 序列 变 为 x(n 一 ,而 冲击 响应 
变 为 ht 上)。 但 计算 结果 是 完全 一 样 的 ， 
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图 5-6 本 意 的 郑 积 计算 方式 以 及 郑 积 计算 的 输出 样 点 


5.2.6 郑 积 小 结 


卷 积 是 一 种 计算 离散 系统 输出 序列 的 时 域 方 法 ,一 般 用 符号 "的 或” <“ 表示 。 在 
把 输入 序列 施加 于 离散 系统 之 后 ,和 町 人 序列 中 的 每 一 个 梓 氮 都 会 通过 系统 的 冲击 啊 应 
而 产生 一 个 输出 序列 。 将 所 有 这 些 输 出 序列 按时 间 对 齐 并 倒 加 之 后 ,就 得 到 系统 的 输 
出 序列 。 在 这 个 友 加 过 程 中 ,输入 样 点 与 系统 冲击 响应 样 点 是 反 向 行进 的 (相对 于 自 
己 横 坐 标的 正方 向 ), 因 而 就 构成 了 卷 积 的 计算 形式 。 在 本 书 的 后 面 将 经 常用 到 
式 (5-12) 和 式 (5-13) 这 两 个 卷 积 计 算 公 式 。 


5. 3 ”差分 方程 与 传递 函数 


上 面 的 卷 积 计 算 方 法 是 依靠 系统 的 单位 冲击 啊 应 完成 的 。 如 果 是 FIR( 有 限 冲 击 
响应) 系统 ,单位 冲击 响应 一 般 比 较 得 ,用 卷 积 来 计算 系统 输出 是 可 以 的 。 但 IIR( 无 限 
冲击 响应 ) 系 统 有 无 限 长 的 单位 冲击 响应 , 卷 积 的 计算 方法 就 不 太 可 行 。 为 此 ,我 们 必 
须 使 用 一 种 能 够 包 舍 反 馈 的 分 析 与 计算 方法 ,这 就 是 善 分 方程 和 传递 函数 的 方法 。 


5.3.1 差分 方程 


类 似 于 连续 时 域 中 的 情况 ,一 个 离散 系统 的 当前 输出 样 点 可 以 表示 为 当前 和 过 去 
的 输入 样 点 和 过 去 的 输出 样 点 之 线性 和 ,这 可 以 写 为 ; 
yen).rtn) th rn 1 brn) a yn nm 
C5=]14) 
式 (5-14) 就 是 离散 系统 的 差分 方程 表达 式 。 其 中 ,y(n) 为 离散 系统 的 当前 输出 样 
已 wx(n) 为 离散 系统 的 当前 输入 样 点 ,x(n 一 1) 到 zxz(n 一 站) 为 系统 过 去 的 输入 样 点 ， 


y(n 一 ]) 到 yn 一 加 ) 为 系统 过 去 的 输出 样 点 。 式 (5-14) 右 边 的 y 项 的 存在 表示 系统 包 
含 了 反馈 的 功能 ,因而 适用 于 IIR 滤波 器 的 分 析 和 计算 。 


5. 3.2 从 差分 方程 导出 传递 函数 


我 们 可 以 将 式 (5-14) 看 成 是 在 计算 输出 序列 中 的 某 一 个 输出 样 点 y(n)。 所 以 , 式 
(5-14) 中 的 可 以 看 作 一 个 暂时 固定 的 常量 。 在 这 种 情况 下 ,等 式 两 边 的 每 一 项 都 被 
看 成 一 个 样 点 。 但 是 , 当 我 们 把 式 (5-14) 中 的 看 作 从 0 变 到 ce 的 时 候 , 式 (5-14)? 中 的 
每 一 项 就 变 成 了 一 个 离散 序列 。 比 如 ,z(m 是 一 个 离散 序列 ,yn 一 1) 也 是 一 个 离散 序 
列 , 等 等 。 这 样 ,我 们 就 可 以 对 式 (5-14) 中 的 每 一 项 计算 出 它 的 z 变换 ， 

在 对 式 (5-14) 两 边 取 z 变换 之 后 ,可 以 得 到 ， 

Ylz) = XC()+he XC) he Xe)—ae IY(e)—m—a ce "Y(z) 

(5-15) 

式 (5-15) 中 ,我 们 用 苹 (z) 表 示 x(n) 的 z 变换 ,用 Y(z) 表 示 y() 的 z 变换 。 对 上 式 
中 的 其 他 各 项 ,可 以 利用 4.5 节 中 讲 到 的 延迟 操作 来 和 解释。 比如, 式 (5-14) 中 的 
Xn 一 1) 是 式 加 迁 运 一 个 采 样 周期 之 后 的 序列 ,所 以 ,za 一 1 的 z 变 换 应 该 是 xr(n) 的 
z 变换 乘 以 = ' ,这 就 是 式 (5-15) 中 的 = 'X(z)。 再 比如 , 式 (5-14) 中 的 yn 一 m) 的 z 蛮 
换 是 =“Yf(zs), 这 就 是 式 (5-15) 中 的 最 后 一 项 。 对 式 (5-14) 中 的 其 他 离散 序列 ,都 可 以 
在 式 (5-15) 中 找到 相应 的 z 变换 ， 

从 上 面 的 z 变换 还 可 以 看 出 , 式 (5-14) 中 的 zxCn) .rn 一 1). ,x(n 一 上 属于 同一 
个 信和 号 ,但 有 不 同 的 延迟 ;y(n) ,y(n 一 1)、… ,y(n 一 m) 也 属于 同一 个 信和 号 ,也 有 不 同 的 
延迟 。 

把 式 (65-15) 右 边 的 了 项 移 到 等 式 左边 ,再 经 过 全 并 同类 项 和 其 他 一 些 处 理 后 , 式 
(5-15) 可 以 改写 为 ， 

Ye) 页 十 页 = 二 pe 
A(lz) 1 十 国生 十 or 

类 似 于 连续 时 域 中 传递 函数 的 定义 ,离散 时 城中 的 传递 函数 也 被 定义 为 系统 的 输 
出 序列 的 z 变 揽 Y(tz) 与 输入 序列 的 z 变换 交 (z) 之 比 , 并 用 日 (xz) 表示 。 这 样 ， 
式 (5-16) 恋 为 ， 


(5-16) 


HO = (5-17) 

式 (5-17) 就 是 离散 时 域 系统 的 传递 函数 有 (zx) 的 一 般 表 达 式 , 它 的 分 子 和 分 母 中 
的 系数 都 是 实数 。 分 母 中 的 m 为 分 母 多 项 式 的 次 数 , 指 出 了 分 母 字 项 式 的 根 的 个 数 ， 
所 以 也 称 为 传递 函数 的 阶 数 。 


9. 3.3 由 系统 冲击 响应 计算 传递 函数 


对 于 离散 系统 的 传递 函数 ,我 们 还 有 另 一 个 等 价 的 定义 。 在 图 5-3 中 ,我 们 用 单 
位 脉冲 序列 FX 四 作为 输入 序列 ,并 得 到 了 离散 系统 的 输出 序列 , 即 单位 冲击 响应 Am)。 
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我 们 先 根据 z 变换 的 定义 ,计算 出 图 5-3 中 离散 系统 输入 序列 与 输出 序列 的 z 变换 ， 
作为 输入 序列 的 单位 脉冲 序列 就 四 的 z 变换 已 经 在 例 4-1 中 计算 为 1。 所 以 ,根据 上 一 
节 的 离散 系统 传递 是 数 的 定义 ,系统 的 传递 函数 就 等 于 此 时 输出 啊 应 hin) 的 z 变 搁 , 
所 以 ,我们 就 有 了 与 式 (5-17) 等 价 的 男 一 种 传递 函数 表达 式 ， 

H(z)= 3 hr (5-18) 


在 比较 式 (5-18) 和 式 (5-17) 之 后 ,可 以 发 现 两 者 的 不 同 点 仍然 是 本 节 开 始 时 指出 
的 FIR 与 IIR 的 不 同 点 。 在 实际 应 用 中 ,JIR 系统 的 传递 函数 一 般 表 示 为 式 (5-17)4 而 
FIR 系统 的 忧 递 画 数 一 般 表 示 为 式 (5-18) 。 
5.3.4 从 传递 函数 导出 差分 方程 
上 面 5. 3.2 节 的 分 析 是 从 系统 的 其 分 方程 导出 系统 的 传递 函数 。 我 们 也 可 以 从 
系统 的 传递 函数 导出 它 的 差分 方程 。 用 一 个 例子 来 说 明 这 个 导出 过 程 。 
比如 ,一 个 离散 系统 的 传递 函数 为 ， 
1. 由 十 站 | Be 
1 .0 一 1 8 十 0 9 
把 上 式 堪 边 的 (x) 用 Y(z) /XCz) 人 代替, 再 去 除 两 边 的 分 母 之 后 , 式 (5-19) 恋 为 ， 


H(zx)= ‘5-19) 


Ylz)—1, Be Ylz)t0. 9e :Y(z)=X(s)+0. 5e XC) ‘5-20) 
从 起 (5-20) 可 以 容易 地 写 出 离散 系统 的 差分 方程 ; 
yl gy(n—1)+0. 9y(n—2)=7x(n)T0, 5x(n—1) (5-21) 
或 更 好 地 表达 为 ， 


yn)=x(tn) TO Sr(tn— ll.8ytn~—1)—0, 9y(n—2) 
上 式 就 是 由 式 (5-19) 的 系统 传递 函数 导出 的 系统 差分 方程 ,其 形式 与 式 (5-14) 相 
似 。 由 此 看 来 ,传递 函数 和 差分 方程 是 离散 系统 的 两 种 等 价 的 描述 方法 。 一 般 来 说 ， 
着 积 和 差分 方程 属于 时 域 分 析 法 ,它们 由 输入 序列 计算 出 输出 序列 ;而 传递 函数 属于 
频 域 分 析 法 ,用 来 分 析 离散 系统 的 频率 响应 。 


5.4 频率 响应 


频率 响应 是 一 种 稳 态 特性 , 它 的 意思 是 :用 一 个 正弦 信号 或 励 一 个 离散 线性 系统 
时 ,系统 的 输出 是 一 个 同 频率 的 正弦 信号 ,但 振幅 和 相位 发 生 了 变化 。 而 且 , 振 幅 和 相 
位 的 变化 量 是 随 输 入 正弦 信号 的 频率 的 变化 而 变化 的 。 这 种 输出 振幅 和 相位 对 于 输 
人 信号 频率 的 依从 关系 ,就 叫做 离散 时 域 系 统 的 频率 响应 。 

根据 上 面 的 氢 述 ,我 们 可 以 这 样 来 计算 离散 时 域 系 统 的 频率 响应 ;用 一 个 离散 复 
指数 信号 作为 系统 的 输入 ,然后 计算 出 离散 系统 的 输出 序列 ,并 从 中 提取 幅度 与 相位 ， 
以 此 确定 系统 的 频率 响应 。 使 用 复 指数 信号 的 好 处 是 它 的 单一 频率 性 。 

这 个 复 指数 信号 可 以 写 为 ， 
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En) = (5-22) 
其 中 ,ww 为 复 指 数 信和 号 的 角 频 率 ,T 为 采样 周期 , 复 指数 信和 号 的 幅度 为 1, 初 相 为 零 。 
我 们 用 式 (5-13) 的 卷 积 公式 来 计算 系统 的 输出 序列 ; 


y= BD) rn—ARR)= Y) er br CR) (5-23) 
= | 


上 式 右 边 的 指数 项 中 有 一 个 常数 项 exp(jnwT) ,也 就 是 z(n), 可 以 提 到 连 加 号 之 前 。 
这 样 ,上 式 变 为 : 


ye() = "2 在 (天 Je we (5-24) 


等 式 (5-24) 可 以 表示 为 图 5-7a 中 的 关系 。 在 式 (5-24) 中 , 连 加 运算 的 结果 由 (Ca 十 
1) 项 相 加 而 成 。 由 于 频率 响应 是 稳 态 特性 ,所 以 我 们 需要 知道 ,n 应 该 选择 过 大 ,才能 
保证 系统 已 经 进入 稳 态 。FIR 系统 和 IIR 系统 有 不 同 的 规定 。 如 果 是 FIR 系统 ,那么 
当 于 等 于 系统 冲击 响应 长 度 的 时 候 ,系统 就 一 定 进 人 稳 态 。 如 果 是 IIR 系统 ,那么 ,n 
的 选 拌 取决 于 系统 圳 击 响 应 的 收 分 速度。 总 的 原则 是 ,n 的 选择 应 该 使 系统 冲击 响应 
最 前 面 的 n 个 样 点 包含 了 冲击 响应 总 能 量 的 绝 大 部 分 ， 

注释 :本章 后 面 的 例 5-5 和 例 5-6 中 分 别 对 FIR 系统 和 IIR 系统 何 时 达到 稳 坟 做 
了 解释 ， 
现在 换 一 个 角度 来 观察 离散 线性 系统 的 输出 响 
) ”应 。 这 就 是 在 本 节 开 始 时 对 频率 响应 所 做 的 定义 ;在 
把 一 个 正弦 信号 输入 到 一 个 离散 线性 系统 之 后 ,系统 
的 输出 是 同 频率 的 正 藤 波 ,所 不 同 的 只 是 幅度 与 相 
位 。 所 以 , 当 我 们 把 式 (5-22) 中 那个 复 指数 信和 号 输 人 
到 同一 个 离散 线性 系统 时 ,这 个 离散 线性 系统 的 输出 
祭 四 号 为 : 


t | n= 0" A em (65-25) 
(b) 由 线性 系统 导出 的 系统 响应 。 。 其 中 ,A(w) 为 输出 信号 的 幅 府 ,Bw) 为 输出 信号 的 相 
移 ,Atw) 和 0(w) 都 随 频 率 而 变 。 我 们 把 式 (5-25) 夯 
在 图 5-7b 中 ， 
显然 ,图 5-7 中 的 两 个 输出 序列 ye (nn) 和 y(n) 
一 定 相等 。 所 以 , 式 (5-25) 的 右边 也 一 定 等 于 式 (5-24) 的 右边 。 这 就 是 ， 
ETA (we =0T D1 p(k)e HT (5-26) 


[| 


上 式 两 边 的 公 因 子 e"*7 可 以 互相 抵消 。 因 此 , 式 (5-26) 变 为 ， 


图 5-7 离散 线性 系统 对 复 指数 
信和 号 的 两 种 响应 


(oem 一 > hlk)e MT (5-27) 
ty 


由 于 式 (5-27) 的 左边 就 是 系统 的 频率 响应 ,所 以 ,等 式 的 右边 也 一 定 是 我 们 所 要 
的 离散 系统 的 频率 响应 。 而 且 , 可 以 把 式 (5-27) 右 边 的 复 指数 exp( 一 jw 了 了 ) 看 作 = 在 
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单位 圆 上 的 求 值 。 这 样 , 式 (5-27) 右 边 的 这 个 频率 响应 表达 式 可 以 改写 为 : 
式 (5-27) 的 右边 一 2 ACE + | 


当 上 式 中 的 n 充分 大 而 使 系统 进入 稳 态 之 后 ,就 可 以 由 式 (5-18) 判 定 , 上 式 右 边 
的 连 加 运算 就 是 离散 系统 的 传递 函数 (xz)。 这 样 就 得 到 下 面 的 结论 :离散 系统 的 频 
率 响应 等 于 它 的 传递 函数 在 单位 圆 上 的 求 值 , 并 可 以 写 为 ; 


离散 系统 的 频率 响应 一 H(z)| ,一 H(e™) (5-29) 


这 就 是 离散 系统 频率 响应 的 一 般 表达 式 ，。 

既然 说 到 了 频率 响应 ,我 们 有 必要 对 DSP 中 常用 的 3 个 频率 做 一 个 说 明 , 这 3 个 
频率 是 ;实际 频率 锯 , 归 一 化 频率 wT 单位 贺 上 的 频率 点 exptjwT)。 其 中 , 归 一 化 频率 
oo 了 又 可 与 为 2 因此 ,单位 圆 上 的 频率 点 exptjw 了 7) 也 可 写 为 exp(j2)。 当 实际 频率 
从 0 变 到 内 时 , 归 一 化 频率 品 从 0 变 到 2r, 而 单位 圆 上 的 频率 点 exp(jn) 从 z= 二 1 开始 
向 正方 问 走 过 整整 一 周 。 所 以 ,这 3 个 频率 是 一 一 对 应 的 ,也 是 可 以 互相 转换 的 。 式 
(5-29) 中 的 w 丁 是 一 个 归 一 化 频率 。 

最 后 要 说 的 是 ,离散 系统 的 频率 响应 一 般 都 是 复数 ,所 以 ,可 以 表示 为 模 和 幅 角 的 
形式 : 


(9-28) 


可 (em 一 | 有 Ce | 了 再 (em ) (5-30) 
其 中 ,| 本 Ce” )| 为 频率 响应 中 的 幅 频 响应 ,A 日 (e™ ) 为 频率 响应 中 的 相 频 响应 。 
我 们 用 下 面 两 个 例子 来 说 明 离 散 系 统 的 频率 响应 是 如 何 计 算 的。 在 第 6 章 中 将 
有 更 过 的 例子 。 


5-1 假设 一 个 离散 系统 的 差分 方程 为 ， 
yan) = Tn 二 Tn 1) (5-31) 
要 求 找 出 该 离散 系统 的 疾 率 响应 。 
首先 对 差分 方程 (45-31) 两 边 取 z 变换 ,并 求 出 系统 的 传递 函数 ; 
Hiz)}=1+e™ C5-32) 
由 上 式 可 知 ,系统 有 一 个 零点 在 < 三 一 1， 
现在 对 万 (=) 在 单位 贺 上 求 值 , 即 用 exp(jw 了 代替 式 (5-32) 中 的 xz。 这 样 ,就 得 到 系统 的 频 
率 响 应 ; 


H(ie”)=]l+e =e “i(e |e Py [S33) 
利用 欧 拉 恒 等 变换 ,上 式 可 改写 为 ， 
H(e” )=2e ?oos CwT/2) (5-34% 
用 品 代 在 uT ,使 上 式 更 为 简 请 ， 
H(en)=2e Mecos C2) (5-45) 


由 式 45-35) 可 知 , 系 统 的 幅 频 特性 为 2cost12/2) ,而 相 频 特性 为 一 上 ， 从 幅 频 特性 可 知 , 当 
输入 信号 的 归 一 化 频率 Nn 为 零 时 ,系统 的 输出 增益 为 2; 当 输入 信号 的 归 一 化 频率 几 n=x 时 ,输出 
增益 为 0， 
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这 个 系统 的 相 频 特性 是 线性 的 。 当 输 人 信和 号 的 归 一 化 频率 0 接近 零 时 ,输出 相称 也 接近 和 零 ; 
当 输 入 信 号 的 归 一 化 频率 0 二 x 时 ,输出 相称 为 一 x/2。 
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图 5-8 一 个 离散 系统 的 幅 频 与 相 频 特性 
我 们 把 该 离散 系统 的 幅 频 与 相 频 特性 画 在 图 5-8 中 。 从 图 中 可 以 看 出 离散 系统 频率 响应 的 
一 般 特点 : 幅 频 特 性 是 关于 0 二 x 侦 对 称 的 ; 相 频 特性 是 关于 Q=r 奇 对 称 的 。 相 频 特性 在 0 一 x 
处 有 180 "的 相位 罕 变 ,是 因为 系统 在 < 一 一 1 有 一 个 零点 。 当 频率 越过 这 个 零点 的 时 候 ,就 引起 
180 "的 相位 罕 变 。 我 们 将 在 5. 6 节 中 讨论 如 何 从 零 极点 来 确定 系统 的 频率 响应 。 


例 5-2 单位 延迟 z 在 离散 系统 中 是 最 常见 的 ,而 单位 延迟 本 身 也 可 以 看 作 一 个 离散 系统 ， 
我 们 来 确定 由 一 个 单位 延迟 组 成 的 离散 系统 的 频率 响应 ， 
这 个 单位 延迟 的 离散 系统 可 以 画 成 图 5-9 的 样子 。 图 .5-9 的 章 思 是 ,把 每 个 输入 样 点 zfm) 
延迟 一 个 样 点 时 间 之 后 ,再 用 作 系 统 的 输出 样 点 y(n)。 所以: 它 的 部 分 方程 是 ， 
加 一 二 一】 (5-36) 


Hn) 


图 5-9 由 一 个 单位 延迟 组 成 的 离散 系统 
对 去 45-36) 的 差分 方程 取 z 变 换 之 后 ,就 可 以 确定 这 个 离散 系统 的 忧 递 函 数 ， 
H(z)= | 
上 式 与 图 5-9 的 意思 是 一 致 的 , 即 图 5-9 中 的 = 就 是 系统 的 传递 函数 。 
由 传递 函数 可 以 得 出 系统 的 频率 响应 ， 
H(e’)=e (5-37) 
显然 ,这 个 单位 延迟 离散 系统 的 幅度 响应 恒 等 于 1, 而 相位 响应 等 于 一 应 ， 当 输入 信和 号 的 新 
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率 接近 和 零 时 ,单位 延迟 所 引起 的 相称 也 接近 零 ; 当 
输入 频率 等 于 折 释 频率 时 ,单位 延迟 引起 的 相称 
为 一 r。 这 里 的 一 个 很 有 用 的 结论 是 ,单位 延迟 只 
引起 相位 延 退 ,不 影响 幅 频 特性 ,而且 , 相 世 延 退 
的 大 小 等 于 信号 的 归 一 化 频率 如 ,这 个 结论 在 后 
面 会 经 常用 到 . 

这 个 离散 系统 的 频率 响应 画 在 图 5-10 中 。 

这 里 要 说 明 的 是 :图 5-10 与 图 5-8 的 画 制 方法 有 
所 不 同 , 图 5-8 中 的 输 人 频率 范围 从 0 到 2x; 而 
图 5-10 中 的 输 术 频率 范围 从 一 x 到 x。 由 于 离 征 
系统 的 频率 特性 是 以 n 的 2x 为 周期 而 重复 的 ,所 。 图 5_10 单位 延迟 离散 系统 的 频率 响应 
以 两 者 荐 一样 的 。 


5.5 零点 与 极点 


在 连续 时 域 中 ,我 们 用 零点 与 极点 来 描述 系统 的 频率 特性 。 离 散 时 域 中 的 情况 是 
一 样 的 。 我 们 先 给 出 离散 系统 零点 与 极点 的 定义 。 

离散 系统 的 零点 是 指 z 平 面 上 那些 使 传递 函数 Hiz) 等 于 零 的 复数 点 ,而 极点 是 z 
平面 上 那些 使 传递 函数 万 (z) 趋 于 无 穷 大 的 复数 点 。 我 们 一 般 用 = 来 表示 零点 的 位 
置 ,用 ,表示 极点 的 位 置 。 比 如 ,过 一 1.z, 一 0.5 十 j0. 3。 

我 们 在 前 面 说 到 ,离散 系统 的 传递 函数 电 (z) 一 般 都 可 以 表示 为 一 个 分 式 , 其 中 的 
分 子 与 分 母 都 是 以 = 为 自 变 量 的 实 系数 多 项 式 ,比如 像 式 (5-17) 那 样 。 在 对 分 子 与 分 
母 过 项 式 进行 因 式 分 解 之 后 ,就 可 以 确定 传递 函数 的 零点 与 极点 。 此 外 , 实 系 数 多 项 
式 的 根 ,如果 是 复数 ,那么 一 定 是 以 共 辆 复数 对 的 形式 出 现 的 。 所 以 ,一 个 实 系数 多 项 
式 在 分 解 因 式 时 , 它 的 每 一 个 因 式 的 次 数 都 不 会 大 于 二 次 ， 

在 有 些 情况 下 ,传递 函数 的 分 子 与 分 母 已 经 被 表示 为 因 式 的 连 嫌 ,这样 的 零 极 点 就 
非常 容易 确定 。 但 也 有 一 些 传 递 函 数 的 分 子 与 分 母 的 名 项 式 是 难以 分 解 因 式 的 ,这 样 的 
传递 函数 的 零 极 点 就 只 能 用 数值 分 析 的 近似 方法 来 确定 ,在 实时 处 理 中 更 是 如 此 。 

下 面 通 过 两 个 例子 来 说 明 如 何 找 出 传递 函数 的 零 极点 。 


例 5-3 一 个 离散 系统 的 传递 函数 为 : 


周一 一 (5-38) 
要 求 找 出 它 的 零 极 点 。 
为 了 方便 零 极 点 的 查找 ,我 们 对 上 起 右边 的 分 子 与 分 母 同时 乘 忆 =。 这 样 就 得 到 : 
Nm 
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从 上 式 的 分 于 来 看 , 当 := 一 0.5 时 ;分 于 等 于 
零 。 所 以 ,该 传递 函数 有 一 个 零点 在 zs = 一 0.5。 
分 子 中 的 男 一 个 因子 = 对 应 于 系统 的 男 一 个 零点 
zz 一 0。 但 这 个 零点 只 起 到 使 相位 提前 的 必用 ,对 
幅 频 响应 没有 任何 影响 ， 

传递 阔 数 的 分 母 是 一 个 二 次 三 项 式 , 它 的 两 个 
恨 使 分 母 等 于 零 , 因 此 是 该 离散 系统 的 两 个 极点 。 
我 们 可 以 容易 地 解 出 这 两 个 根 ,它们 是 一 对 共 却 复 
数 :an = 二 0. 9 十 j0, 1 和 本 一 各 9 一 ij 1 。 
图 5-11 忧 递 函 数 的 4 个 零 极 点 位 置 这 4 个 零 极点 在 = 平面 上 的 位 置 画 在 图 5-11 

中 ,它们 都 在 单位 圆 内 。 


例 5-4 一 个 离散 系统 的 传递 函数 为 ， 


H(iz)=1+xe [5-39) 
要 求 找 出 这 个 离散 系统 的 零 极 点 ， 
我 们 把 式 (5-39) 右 边 提 出 因子 x ,因此 , 式 (5-39) 蛮 为 ， 
H(z) = (5-40) 


从 上 式 可 知 ,这 个 离散 系统 有 5 个 零点 和 5 个 极点 。 由 于 5 个 极点 都 在 原点 的 位 置 , 所 以 只 
起 到 延迟 相位 的 作用 ,不 会 影响 系统 的 帆 频 特性 。 

由 式 (5-40) 的 分 子 可 以 得 到 求解 传递 函数 5 个 零点 的 方程 ， 

*# = 一 1 (5-41) 

我 们 把 上 式 右边 的 一 1 表示 为 复数 极 坐标 的 形式 , 即 表 示 为 一 个 模 等 于 1 . 幅 角 等 于 的 复 
指数 ， 这 样 ,方程 45-417) 变 为 ， 

2 = (5-42) 

由 于 复 指数 是 以 幅 角 的 2r 为 周期 的 才 值 函数 ,所 
以 ,我 们 得 到 方程 的 解 ， 

meri 0,1,2,3,4 (5-43} 
该 传递 是 数 的 5 个 零点 均匀 地 分 布 在 单位 圆 上 ,其 中 有 
一 个 零点 位 于 z= 一 1， 

我 们 对 式 (5-43) 做 一 些 解释 。 当 上 依次 等 于 0.1、 
2,3,4 时 ,得 到 传递 函数 的 5 个 零点 。 其 中 ,k=0 和 一 
4 时 得 到 的 两 个 零点 是 za 一 以 809 土 j0. 588; 当 上 =1 
和 上 一 3 时 得 到 的 两 个 零点 是 = 一 一 入 309 土 j0. 951 | 
这 两 对 零点 都 是 共 二 的 。 而 =2 时 得 到 的 零点 zo = 图 5-12 传递 函数 的 5 个 零点 
一 1 是 一 个 实数 ,在 负 实 轴 上 ,所 以 是 单独 的 。 这 5 个 堆 部 在 单位 加 上 
皮 在 z 平面 上 的 位 置 画 在 图 5-12 中 ,而 5 个 极点 重合 于 原点 . 
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5.6 频率 响应 的 零 极点 图 解法 


我 们 在 5.4 节 导 出 了 离散 系统 频率 响应 的 计算 方法 , 即 对 系统 传递 函数 在 单位 圆 
上 求 值 。 根据 这 个 计算 方法 ,我 们 可 以 利用 零 极点 的 位 置 实现 快速 的 频率 响应 计算 ， 
这 就 是 本 节 要 讨论 的 “ 零 极点 图 解法 ”， 
离散 系统 的 传递 函数 通常 可 以 表示 为 式 (5-17) 那 样 的 分 式 。 分 式 中 的 分 子 . 分 母 
多 项 式 的 根 就 是 传递 函数 的 零点 与 极点 。 因 此 ,可 以 对 传递 函数 的 分 子 与 分 母 进 行 因 
式 分 解 , 使 其 变 成 下 面 的 形式 : 
(1 一 zz 1) ear 1)f1 一 zx ') 
ES 
其 中 Fi 为 系统 的 零 拟 pl vi 为 系统 的 极点 ,b 为 常数 增益 项 ， 
为 了 便于 推导 ,我 们 改写 式 (5-44) 中 的 每 个 困 式 :对 每 个 因 式 提出 因子 =* 。 比 
如 ;分 子 中 的 第 一 个 因 式 (1 一 z4z ') 就 变 为 2z "(2 一 za)。 
对 式 (5-44) 中 的 每 个 因 式 都 提出 一 个 因子 x ! 之 后 ;总 的 分 式 就 有 一 个 “的 因 
子 。 如 果 mm 二 上 ,那么 因子 x"' 起 到 使 系统 输出 相位 提前 的 作用 ;反之 ,使 系统 输出 相位 
请 后 。 
这 样 演 变 之 后 , 式 (5-44) 变 为 ， 
站 


Hn) (2— zl ) (2— Ze) (e— gem) (3-45) 


现在 , 式 (5-45) 中 的 每 个 因 式 都 是 两 个 复数 之 盖 , 也 就 是 z 平 面 上 两 个 复数 后 之 加 
的 一 条 矢量 。 具 体 地 说 ,分 子 中 的 每 个 因 式 对 应 于 z 平 面 上 从 一 个 复数 零点 zs 指 问 为 
一 个 复数 = 的 和 泉 量 ;分 母 中 的 每 个 因 式 对 应 于 z 平 面具 一 个 复数 极点 zx 指向 男 一 个 
复数 z= 的 和 朱 量 :而 这 另 一 个 复数 = 的 具体 取 值 将 在 下 面 讨 论 。 
因为 离散 系统 的 频率 响应 等 于 它 的 传递 函数 在 单位 贺 上 的 求 值 [ 见 式 (5-29)j], 所 
以 , 当 我 们 在 计算 系统 频率 响应 的 时 候 ; 式 (5-45) 中 的 自 变 量 = 就 被 限制 在 了 单位 贺 
上 。 这样, 我 们 就 可 以 由 式 (5-45) 写 出 离散 系统 的 频率 响应 : 
HCen) =b, en (ed 一 a se "Ce 


(zi) (ee “(en =e) 

其 中 ,0 为 输入 信号 的 归 一 化 频率 ， 

现在 ,我 们 把 式 (5-46) 中 的 每 个 因 式 ,也 就 是 每 一 条 矢量 ,表示 为 极 坐 标的 形式 ， 
比如 ;把 式 (5-46) 分 子 中 的 第 一 个 因 式 Ce? - x, ) 表 示 为 dexp 人 tj 站 再 比如 ,把 分 母 中 
的 最 后 一 个 分 式 (en - zm ) 表 示 为 cexp(jgs)。 其 中 ,dd 和 6 为 矢量 的 模 , 外 和 gw, 为 矢 
且 的 幅 角 。 而 且 , 忆 ,cs 和 加 yw 都 有 是 随 四 的 变化 而 变化 的 ;也 就 是 随 频 率 而 变化 的 。 
上 述 分 析 对 于 式 (5-46) 中 的 其 他 因 式 都 是 一 样 的 。 

这 样 之 后 , 式 (5-46) 可 以 改写 为 ; 


Hle)=he™ *"n 


(5-44) 


{5-46) 


de “ee = "de" 
[0 En XC coer Xe = El” 
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he HT (5-47) 
由 式 (5-47) 可 以 得 到 离散 系统 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 。 其 中 的 帆 频 响应 为 
Hten)| 一 和 C5-48) 
其 中 ,6 为 式 (5-44) 中 的 系统 增益 常数 ， : 
离散 系统 的 相 频 啊 应 为 ; 


ZH(e)= C0n— ENT (0 T+" 二) Cp 二 Tg 二 + 十 pr) (5-49) 

其 中 ,tm 一 局 0 是 由 式 (5-45) 中 的 纯 延 迟 z** 产 生 的 相称 ,而 且 是 相 频 响应 中 的 线性 
相 移 部 分 。 

现在 对 上 面 的 分 析 做 一 个 归纳 ; 当 输 入 信号 频率 从 零 逐 渐 增 加 到 折 秋 频率 时 ,就 
相当 于 一 个 复数 点 从 = 一 1 走 过 单 位 圆 的 上 半 个 圆 。 与 此 同时 ,从 所 有 零 极点 指向 这 
个 移动 的 复数 点 的 矢量 就 可 以 用 来 计算 离散 系统 的 频率 响应 。 频 率 响 应 中 的 幅 频 响 
应 可 以 用 式 (5-48) 来 计算 , 它 等 于 所 有 零点 矢量 长 度 ( 和 包括 如 ) 之 积 与 所 有 极点 矢量 长 
度 之 积 的 比值 ;而 相 频 响应 可 以 用 式 (5-49) 来 计算 , 它 等 于 所 有 零点 条 量 幅 角 [ 包 括 
(mm 一 有 0 人] 之 和 与 所 有 极点 矢量 幅 角 之 和 的 差 值 ， 

上 面 的 分 析 似 乎 有 些 复杂 ,但 具体 使 用 时 却 很 方便 。 我 们 用 下 面 的 两 个 例子 来 说 
明 零 极点 图 解法 的 计算 过 程 。 为 了 简化 分 析 , 我 们 先 略 去 每 个 因 式 前 面 的 2-! 或 = 的 
影响 , 即 略 去 式 (5-49) 中 的 (m 一 好 DQ。 在 分 析 完 成 后 ,再 把 这 部 分 相称 加 上 去 。 


例 5-5 一 个 商 散 系统 的 传递 丁 数 为 ; 
Hiz)=1—g” (3-530) 
要 求 用 零 极点 图 解法 来 分 析 这 个 简单 离散 系统 的 频率 响应 。 
上 式 可 以 改写 为 便于 分 析 的 形式 ; 
] I 局 


Hix}=— 


由 上 式 可 知 ,传递 函数 有 一 个 零点 二 =1 和 一 个 极 
点 名 二 0, 如 图 5-13 所 示 。 和 但 极点 z, 二 0 只 起 到 相位 延 
壕 的 作用 ,对 帆 频 响应 没有 影响 ， 
因此 ,分 析 这 个 离散 系统 的 巾 轿 响应 就 是 分 析 这 
个 零点 对 输出 幅度 的 影响 。 首 先 ,我 们 根据 图 解法 的 
式 45-48) 来 观察 图 5-13。 可 以 粗略 地 看 出 : 信 生 频率 
越 高 ,位 于 单位 圆 上 的 频率 点 离开 系统 零点 zx, 一 1 就 越 
远 , 对 应 的 矢量 就 越 长 ,增益 就 超大 ,所 以 ,这 个 离散 
系统 具有 消除 直流 分 量 和 衰减 低频 分 量 的 作用 , 即 具 
有 高 通 的 特性 . 
图 5-13 位 于 实 轴 上 的 零点 x, =] 我 们 来 具体 计算 不 同 频 率 下 的 系统 频率 响应 , 先 
对 频率 响应 的 影响 从 零 频 开始 。 当 输入 信号 为 直流 时 ,信和 号 的 归 一 化 频 
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率 0 为 堆 。 这 个 频率 所 对 应 的 :平面 上 的 位 置 基 ; 
z=en|ns = 本 三 ] 

所 以 , 直 福 输入 信号 在 平面 上 的 位 置 是 与 零点 z, 重 全 的 :因此 ,矢量 x 一 z, 的 长 度 等 于 零 , 输 出 
幅度 就 等 于 零 。 当 幅度 等 于 零 的 时 候 , 帆 和 角 也 就 没有 意 多 本 。 

当 信 号 频率 增加 到 采样 频率 的 1/6( 即 折 交 频率 的 1/3) 时 ,z 就 走 到 图 5-13 中 的 位 置 。 这 
时 , 归 一 化 频率 吕 一 /3, 矢 量 x 一 z, 二 e* 一 1, 就 是 图 5-13 中 的 矢量 ww。 由 几何 知识 可 知 ,这 条 
世 基 的 长 度 等 于 1, 幅 角 等 于 2x/3= 二 120"。 所 以 ,零点 = 使 频率 等 于 1/6 采样 频率 的 信号 的 幅度 
维持 不 变 , 而 相位 提前 了 120*。 在 考虑 到 式 (5-51) 中 的 因 式 1/= 时 ,就 要 加 上 60" 的 相位 延迟 ,所 
以 总 的 相位 提前 量 为 120 一 60 =60 。 

我 们 继续 增加 信和 号 频率 ,比如 ,增加 到 采样 频率 的 173, 即 折 释 频率 的 2/3。 这 时 的 = 就 走 到 
图 5-13 中 的 位 置 。 从 系统 零点 二 指向 束 的 矢量 为 图 5-13 中 的 上 请 ， 这 时 的 矢量 长 度 等 于 
1.732 , 幅 朋 等 于 150"。 所 以 ,系统 零点 对 于 频率 为 1/3 采样 频率 的 信号 的 影响 是 ,使 它 的 幅度 增 
大 到 原来 的 1. 732 悟 ,相位 提前 了 150 一 120 王 30 。 

如 果 再 把 信和 号 频率 增加 到 折 秋 频率 ,就 走 到 图 5-13 中 六 的 位 置 ， 这 时 的 矢量 的 长 度 等 于 
2 , 幅 角 等 于 180"， 所 以 ,系统 零点 对 于 频率 等 于 折 丢 频率 的 信号 的 影响 是 ,幅度 增加 一 人 悦 , 相 位 
的 改变 量 等 于 180" 一 180" 一 伙 , 即 俏 号 的 相位 没有 变化 。 

当 我 们 知道 了 这 个 离散 系统 在 4 个 频率 点 上 的 响应 时 ,也 就 太 体 知道 了 在 全 部 频率 范围 内 
的 系统 响应 。 

现在 用 图 5-14 从 时 域 上 来 验证 上 面 对 这 个 零点 的 频率 响应 的 分 析 。 由 于 传递 函数 为 Hiz) 
二 1 一 #1!, 因 此, 盖 分 方程 是 ytn)= 二 rln) 一 rln 一 1)。 图 5-14 中 使 用 的 信号 频率 为 采样 频率 的 
1/3, 对 应 于 图 5-13 中 的 x 和 名 。 


图 5-14 一 个 位 于 实 轴 上 的 零点 对 频率 响应 的 影响 

图 5-14 的 左边 是 根据 差分 方程 画 出 的 实现 框图 ,右边 有 是 3 个 离散 序列 。 输 人 情 号 rin) 为 振 

幅 等 于 1. 初 相等 于 0 的 正弦 序列 。 由 于 信号 频率 为 采样 频率 的 1/3, 所 以 在 每 个 周期 内 有 3 个 
样 点 。zxztn 一 1) 的 样 点 序列 与 zf 是 一 样 的 ,只 是 延迟 了 一 个 采 桂 周期。 天 同 是 按照 差分 方程 
yn 二 工 (1) 一 (nn 一 1) 计 算 的 。 从 图 5-14 可 以 看 出 ,输出 序列 y(n) 的 幅度 去 约 是 输入 序列 zin) 
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幅度 的 1. 732 倍 , 相 位 超前 了 30"。 这 个 结果 与 前 面 的 图 解法 分 析 铺 果 是 相符 的 。 

另外 ,从 图 5-14 中 y(n) 的 样 点 可 以 看 出 ,在 第 一 个 样 点 时 刻 , 系 统 人 处 于 瞬 态 过 程 。 从 第 二 个 
样 点 开始 ,系统 即 进 人 稳 态 。 这 是 FIR 系统 的 一 个 特点 : 当 运 行 时 间 等 于 系统 冲击 响应 长 度 的 时 
候 , 系 统 即 进 人 稳 态 。 


例 5-6 一 个 离散 系统 的 传递 函数 为 ， 


H(z)= (5-52) 


1 
] 十 和 5e”! 
要 求 用 零 极 点 图 来 分 析 该 离散 系统 的 频率 响应 。 

对 上 式 的 分 子 与 分 母 同 时 嫌 以 =, 因此 土 式 变 为 ; 


LT (5=53) 


这 个 离散 系统 有 一 个 极点 位 于 z= 二 一 0, 5, 在 负 实 轴 上 , 另 有 一 个 零点 位 于 z, 二 0, 如 图 5-15 
所 示 。 我 们 首先 分 析 分 母 中 极点 ,的 闫 率 响应 ,然后 加 上 零点 的 影响 ， 
我 们 先 粗 略 地 看 一 下 这 个 离散 系统 的 频率 响应 。 由 于 系统 极点 在 单位 圆 内 的 左边 ,比较 车 
近 折 区 频率 的 位 置 ,所 以 , 当 信 号 频率 比较 高 时 ,相应 的 所 量 就 比较 短 , 增 益 就 比较 大 。 因 此 ,这 
个 离散 系统 有 高 通 的 特性 ， 
我 们 使 用 例 5-5 中 相同 的 步 标 ,但 只 选择 3 个 信号 
颍 率 点 : 零 频 . 折 三 频率 的 一 半 . 折 亚 频 率 。 它 们 分 别 对 
应 图 5-15 中 的 ,总 和 六 这 3 个 复数 点 ,它们 的 归 一 化 
频率 口 分 别 为 0 2 和 x。 
首先 , 当 输 和 人 信和 号 为 直流 时 ,信号 的 归 一 化 频率 只 为 
零 , 这 就 是 图 中 的 & = 二 四 = 二 1。 从 极点 z, 指 向 二 的 笑 量 为 
天 量 的 长 度 等 于 1.5, 幅 角 等 于 零 ， 所 以 ,这 个 极点 对 直 
流 输入 信号 的 影响 是 使 信号 的 帆 度 缩小 到 原来 的 171.5。 
因为 直流 信号 没有 相位 ,也 就 无 所 谓 相 位 变化 。 
当 信号 频率 增加 到 折 委 频率 的 1/2( 即 采样 频率 的 
一 0.5 对 频率 响应 的 贡献 1 40) 时 ,= 走 到 图 5-15 中 z; 的 位 置 ,这 时 的 矢量 为 wm。 
经 过 简单 计算 可 知 ,这 个 笑 量 的 长 度 约 等 于 1. 12, 幅 角 
约 等 于 63"。 所 以 ,系统 极点 对 频率 等 于 折 双 频率 一 半 的 信和 号 的 影响 是 ,使 幅度 减少 到 原来 的 
1/1. 12, 相 位 延迟 63 。 但 考 虚 到 式 (5-53) 传 递 函 数 分 子 上 的 因子 ;相位 延迟 要 加 上 90" 的 相位 
提前 ,所 以 信号 总 的 相位 提前 量 为 90" 一 63"=27”， 
最 后 把 信号 频率 增加 到 折 殖 频率 , 即 采样 频率 的 一 半 ,z 就 走 到 图 5-15 中 的 位 置 。 这 时 的 
天 量变 为 图 5-15 中 的 Ww。 显然 ,矢量 钙 的 长 度 等 于 0.5, 幅 角 等 于 180"。 所 以 ,这 个 极点 对 于 频 
率 等 于 折合 频 率 的 信号 的 影响 是 ,使 幅度 增加 一 以, 相位 延迟 了 180"。 但 由 于 式 (5=59) 分 子 中 因 
子 = 的 作用 ,输出 信号 总 的 相位 延迟 为 180* 一 180" 王 站 
与 例 5-5 中 的 图 5-14 一 样 ,我们 用 图 5-16 中 的 计算 框图 和 样 点 序列 来 验证 其 中 一 个 频率 
点 的 频率 响应 。 这 个 信和 号 频率 点 为 采样 频率 的 1/4, 即 图 5-15 中 z, 的 情况 。 信 号 在 每 个 周期 内 
应 该 有 4 个 样 点 。 系 统 的 差分 方程 可 以 根据 式 (5-52) 写 为 ， 
y(n) =r(n) O00, 5y(n—1) (5-54) 
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图 5-16 一 个 位 于 负 实 轴 上 的 极点 对 输出 信号 的 影响 
带 有 极点 的 离散 系统 一 般 稍 复杂 ,因为 极点 表示 系统 有 反馈 。 为 此 ,我 们 先 用 表 5-1 计算 出 
系统 中 省 个 信号 的 具体 样 点 数值 ,然后 再 画 出 图 5-16 右边 的 信和 号 序列 。 在 表 5-1 的 计算 中 ,我 
们 假定 和 输 人 信号 为 正 约 序 列 , 气 幅 为 1, 初 相 为 0。 


表 5-1 
n 0 ] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
fr Of 0 00 =L0 00 10 00 Lo0 0 Lo Wo 一 1.0 
yn—ly O00 O00 LO 0.5 —0.75 0.%8 00a Odl Mm Om Dm 一 和 要 
yn 0 10 一 和 5 —0.75 (895 O08 fA 0 0 0 C4 0 
EE = - 一 -一 ms 


从 图 5-16 的 右边 可 以 看 出 ;y(n 一 7 比 yt) 延迟 一 个 采样 周期 。 而 且 , 从 图 5-16 中 的 样 点 
波形 (用 虚线 表示 ) 可 以 估算 出 yt 的 振幅 要 比 zt) 小 一 些 , 这 就 是 前 面 说 到 的 0. 89 情 , 相 位 大 
约 超 前 27 左右 。 而 且 很 重要 的 一 点 是 ,上 面 的 幅度 与 相位 数据 应 当 在 第 7 个 样 点 之 后 进行 估 
算 。 因 为 在 第 7 个 样 点 之 后 ,系统 已 经 基本 上 进 人 稳 态 ， 

但 是 ,为 什么 说 在 第 7 个 样 点 之 后 系统 就 进 人 稳 坊 ? 我 们 是 在 计算 表 5-1 中 最 前 面 的 12 个 
样 点 时 发 现 的 。 因 为 从 第 7 个 样 点 开始 ,各 个 信和 号 已 进入 御 环 . 


表 5.2 
Ce 
于 全 ] 2 3 44 5 6 7 月 9 10 11 
TH) 10 oO0 0 性 0 0 9 站 站 0 站 
htny 1.0—0.5 0.25 —0.125 0.08625 —0.0313 0.0156 —0. 0078 &. 0039 —Q@0020 O000 =—=0, 0005 


对 此 ,我 们 可 以 从 男 一 个 和 度 来 分 析 。 对 于 前 面 的 式 (5-24), 我 们 曾经 说 过 ;对 于 IIR 离散 
基 枕 ,n 的 所 择 应 该 使 系统 让 击 响 下 AD 的 缀 天 于 分 用 是 扩 中 在 贡生 和 为 了 验证 这 一 
忆 : 我 们 利用 式 (5-54) 计 算出 了 系统 的 单位 冲击 响应 im) ,并 把 结果 列 在 表 5-2 中 ,也 未 于 图 5- 
17 中 。 由 图 5-17 的 情 沈 来 看 ,从 第 7? 个 样 点 起 ,hin) 的 幅度 确实 小 到 可 以 名 上 略 不 计 ， 而 从 表亲 
2 来 计算 ,hin) 前 ?了 个 样 点 的 能 量 之 和 已 经 占 到 hin) 总 能 量 的 99. 99 叫 。 所 以 ,系统 从 第 了 刻 样 
点 之 后 进入 稳 态 的 说 法 店 该 是 正确 的 ， 
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图 5-17 一 个 IIR 系统 的 单位 冲击 响应 


5. 7 离散 时 域 系 统 的 稳定 性 


离散 时 域 系统 稳定 性 的 定义 是 :如果 一 个 有 界 的 输 人 序列 产生 一 个 有 界 的 输出 序 
列 ,那么 ,这 个 离散 时 域 系 统 是 稳定 的 ， 
我 们 可 以 用 公式 来 描述 这 个 稳定 性 定义 。 这 就 是 ,如 果 一 个 离散 系统 是 稳定 的 ， 
那么 对 于 离散 系统 的 输 人 序列 ， 
| 工人 | < (5-55) 
就 一 定 有 离散 系统 的 输出 序列 ， 
[yt | EM, (5-56) 
其 中 ,Mi 和 是 两 个 有 限 的 数 。 
根据 这 个 稳定 性 定义 ,可 以 得 出 时 域 和 频 域 中 的 两 个 离散 系统 稳定 性 判 据 ， 


5.7.1 稳定 性 时 域 判 据 


在 时 域 中 ,我 们 利用 单位 冲击 响应 h(n) 来 判断 ;如 果 一 个 离散 系统 的 单位 冲击 响 
应 的 绝对 累加 和 是 有 界 的 ,那么 这 个 离散 系统 是 稳定 的 这 可 以 用 下 面 的 公式 来 
表达 ， 


一 个 离散 系统 ,如 果 
3 | 下 (有 | <ee (5-57) 
那么 这 个 离散 系统 是 稳定 的 。 
我 们 用 卷 积 来 证 明 。 首 先 ,对 卷 积 公式 (5-13) 的 两 边 取 绝对 值 : 
[y(n |= | 本 rn— ARCR) | (5-58) 


在 式 (5-58) 中 ,我 们 假设 系统 冲击 响应 的 前 n 个 样 点 包含 了 冲击 响应 的 绝 大 部 分 
人 能量 ， 

因为 两 个 数 的 绝对 值 之 和 不 小 于 两 个 数 之 和 的 绝对 值 ,所 以 , 式 (5-58) 可 以 改 
与 为 ; 


?re 


| yin) | 所 | zxCn—k)hCE) | = 和 | rin—k)| | 天 CR | (5-59) 
由 式 (5-55) 可 知 ， |z(n) | 是 有 界 的 ， 并 且 假 设 不 大 于 RE。 所 以 , 式 (5-59) 可 以 表 
未 为 : 

| ym | 过 S AT | ACE 一 Ad 全 [hek) | (5-60) 

根据 式 (5-57) 的 条 件 , 式 (5-60) 最 右边 的 连 加 运算 之 和 也 是 有 界 的 ,并 假设 不 超 

过 AM 而 且 ; 由 于 前 面 提 到 系统 冲击 响应 的 前 nn 个 样 点 包含 了 冲击 响应 的 绝 大 部 分 能 
量 , 所 以 ,nm 完全 可 以 替换 成 c=。 因 此 , 式 45-60) 可 以 改 号 为 : 

| CD 过 AM [hk) | 三 MM (5-61) 


这 样 ， 我 们 就 证 明了 离散 系统 稳定 性 的 时 域 判 据 ， 只 要 系统 冲击 啊 应 的 绝对 系 加 
和 是 有 界 的 ,这 个 离散 系统 就 一 定 是 稳定 的 。 


例 5-7 作为 离散 系统 稳定 性 时 域 判 据 的 一 个 例子 ,我 们 来 考察 这 样 一 个 离散 系统 , 它 的 溃 
击 啊 应 为 单位 指数 序列 ， 
htn)=au (tn) (5-62) 
起 中 的 win) 具 是 为 了 保证 当 n<0 时 ,h(n) 三 0。 这 实际 上 是 说 ,系统 是 因果 性 的 ， 
如 果 和 希望 这 个 离散 系统 是 稳定 的 ,就 必须 有 


> | 天 人) | = 2 | 进 | 过 ca (5. 63) 
式 中 的 无 穷 级 数 的 收效 条 件 是 | | 一 1， 所 以 这 个 离散 系统 的 稳定 条 件 是 一 l<a<l, 


5.7.2 稳定 性 频 域 判 据 


从 频 域 上 判断 系统 的 稳定 性 ,就 是 观察 离散 系统 的 极点 位 置 。 如 果 系 统 的 极点 都 
在 单位 圆 内 ,那么 这 个 离散 系统 是 稳定 的 ;如 果 有 一 个 极点 在 单位 加 上 的 * 一 1 而 其 他 
极点 都 在 单位 圆 之 内 ,那么 这 个 离散 系统 是 准 稳定 的 :对 于 其 他 的 极点 位 置 情况 ,离散 
系统 都 是 不 稳定 的 。 我 们 通过 一 i fe 


例 5-8 ”假定 一 个 离散 系统 有 下 面 的 传递 晒 数 ， 
= 1 Pi 
(= —2r 十 2z di 
要 求 判 定 这 个 离散 系统 的 稳定 性 
这 是 一 个 二 阶 系统 ,有 两 个 极点 。 通 过 计算 ,可 以 确定 出 它 的 两 个 极点 位 于 : 
et 
和 千 {9-65) 
2 一] 一 ] 


两 个 极点 的 位 置 见 图 5-18a。 这 是 一 对 共 酌 复数 ,它们 的 模 大 约 等 于 1 41 习 。 由 于 两 个 极 
点 都 在 单位 圆 之 外 ,根据 稳定 性 频 域 判 据 , 这 个 系统 是 不 稳定 的 。 
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我 们 来 计算 这 个 离散 时 域 系统 的 单位 冲击 响应 ,以 验证 其 不 稳定 性 。 由 情 递 睛 数 (5-64) 可 
以 画 出 离散 系统 的 实现 框图 ,如 图 5-18b 所 示 。 利 用 这 个 实现 框图 ,我 们 计算 出 以 单位 脉冲 序列 
为 输 人 时 的 系统 输出 响应 。 输 和 序列 zfm ,输出 序列 %() 和 系统 中 其 他 信 生 的 计算 结果 列 于 表 
5-3 中 ,同时 把 输入 序列 z(tn) 与 输出 序列 y(n) 画 在 图 5-18c 中 。 从 图 5-18 可 以 看 出 ,输入 x(n) 
是 有 界 的 (最 大 不 超过 1) ,而 输出 y(n) 随 的 递增 而 在 不 断 增 大 并 趋 于 无 穷 大 ， 因 此 ,这 个 离散 
系统 是 不 稳定 的 。 这 与 上 面 利 用 极点 位 置 的 频 域 判定 的 结果 是 一 致 的 。 


甫 5-3 


n 0 1 2 4 5 6 7 a 9 10 11 
rt 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 站 
yn 一 1]) 00 10 20 20 00 一 40 一 80 一 0 0 10 320 了 20 
(一 2 0 0 一 0 —&0 16.0 各 0 
ya) 0 0 0 
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图 5-18 一 个 二 阶 系统 的 极点 分 布 ,实现 框图 以 及 单位 冲击 响应 

最 后 ,我 们 对 系统 输出 的 振 功 频 率 做 一 个 简单 讨论 当 把 图 号 18a 中 的 要 局 答 置 与 图 5-18c 
中 的 输出 序列 ytm) 进 行 比 对 的 时 候 就 会 发 现 , 振 萝 里 率 是 与 这 = 对 共 二 复 数 极点 的 位 置 一 致 的 . 
在 这 个 例子 中 ,极点 位 置 所 对 应 的 归 一 化 频率 是 x 人 4, 所 以 ;振荡 二 率 应 该 是 采样 频率 的 1/8, 或 
者 说 , 振 茵 周期 是 采样 周期 的 8 倍 。 这 就 表现 为 图 5-18e 中 的 y( 吉 是 以 8 个 样 点 为 周期 而 振 藻 
的 。 如 果 让 图 5-18a 中 的 两 个 极点 围绕 原点 旋转 某 个 角度 , 那 训 振 葛 琐 率 就 入 有 则 样 的 改变 量 . 
习 一 方面 ,如 果 把 图 中 的 两 个 极点 ss 和 zx 沿 着 虚线 称 到 单位 加 上 ,那么 系统 的 输出 序列 不 再 旺 
一 个 无 限 增长 的 振 茵 ,而 是 一 个 等 幅 振 萝 。 如 果 把 这 一 对 极点 继续 移 到 音 存 圆 之 内 ,就 得 到 竟 碱 
的 振荡 ,系统 就 变 为 稳定 ， 


小 结 


口 数字 信号 处 理 中 涉及 的 离散 时 域 系 统 应 该 是 线性 的 , 移 不 变 的 和 因果 性 的 。 
口 分 析 离散 时 域 系 统 ,就 是 分 析 系 统 的 输 和 与 输出 之 间 的 关系 ,这 包括 时 域 的 卷 各 
分 析 方 法 和 频 域 的 传递 函数 分 析 方 法 。 虽然 差分 方程 可 以 与 传递 函数 互相 转 
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换 ,但 通常 被 用 于 计算 系统 的 时 域 输出 。 

口 把 一 个 正弦 信号 输入 到 一 个 离散 线性 系统 之 后 ,离散 系统 的 输出 是 一 个 同 频率 
的 正弦 信号 ,但 振幅 和 相位 发 生 了 改变 。 这 种 随 频 率 而 变 的 振幅 和 相位 的 改变 
量 就 叫做 离散 系统 的 频率 啊 应 。 

口 离 散 系统 的 零 极 点 位 置 确定 了 系统 的 行为 特性 ,而 零 极 点 图 解法 是 判断 离散 系 
统 频 率 响应 的 快捷 方法 。 

口 系统 的 稳定 性 是 措 有 界 的 输入 产生 有 界 的 输出 ,可 以 通过 系统 的 冲击 响应 或 系 
统 极点 来 判断 系统 的 稳定 性 。 

号 掌握 了 离散 时 域 系 统 的 这 些 分 析 方 法 之 后 ,就 可 以 对 离散 系统 进行 特性 分 析 , 并 
做 出 判断 或 改进 ， 


习题 


5. 1 计算 下 列 两 个 有 限 长 离散 序列 xz (m) 与 z(t) 的 孽 积 。 


wln) xi(n)=0,.n>7 


=- .站 十 
5.2 一 个 离散 时 域 系 统 的 输入 为 z(tn), 系 统 冲 击 响 应 为 h(n), 试 确定 系统 的 输出 序 
yt 。 


Xn) xi(n)=0, n>7 


5.3 试 确定 下 列 差分 方程 所 对 应 的 系统 传递 函数 和 系统 单位 神 击 啊 应 

CY) ytn) +o. ytn—1)=2x(n)+2r(n—1) 

(2) ytn)=1(n) Tr(n—2) 

5.4 计算 由 下 列 差分 方程 所 确定 的 离散 系统 的 幅 频 与 相 频 响应 ,并 画 出 归 一 化 频率 的 频 响 
曲线 . 

(1) y(n)=7(n)— zx(n—2) 

(C2) yn) 一个, 5y(nO—1)=7xtm 2r(n— 1) 二 rtn—2) 

5.5 计算 由 下 列 差分 方程 所 确定 的 离散 系统 在 直流 和 折 秋 频率 处 的 幅 频 啊 应 。 

C1) y(n)=7(7) 0. Gy(n— 1) 

(2) y(n = 7a 二 0 rtn—1)+0. Sytn—1) 

5.6 试 证 明 一 个 离散 系统 在 1/2 折合 频率 处 的 频率 响应 等 于 H(j1)， 

5.7 利用 上 面 5.6 题 中 的 结论 ,计算 由 下 列 差 分 方程 所 确定 的 离散 系统 在 1/2 折合 频率 处 
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的 频率 响应 ，。 
(C1) yn) zn 二 0. 3y(n—1)—0. 3y(n—2) 
C2) HN) =I0n) 3r(tn—1)+0, ly(n—1) 
5.8 用 零 极 点 图 解法 计算 与 下 列 差 分 方程 对 应 的 离散 系统 在 1/4 折 秋 频率 处 的 幅 频 师 应 ， 
(1) ym =r(tn)+T2r(n—1)+0, Sy(n—1) 
(2) ytn)=2(n) 人 0. ytn—1)—0. 08y(n—2) 
5.9 假设 系统 冲击 响应 h(n) 的 z 变 斤 为 ; 


PF 
H(z)=2——2 


1 
1] 十 过 | 


C1) 夯 出 (xz) 的 零 极点 图 ， 

(2) 找 出 天 (n) 的 表达 式 ， 

(3) 这 个 离散 系统 是 否 稳 定 ? 

5. 10 ”一 个 高 散 时 域 系统 的 差分 方程 为 ; 

HR) = a y(n 1)—a y(n—2) 

试 确定 差分 方程 中 的 参数 a 和 a; ,以 使 f=0 时 的 幅 频 响应 等 于 1, f=0,5fs 时 的 幅 频 响应 
等 于 0.5, 其 中 ,fs 为 采样 频率 。 

5. 11 试 确定 下 图 中 离散 时 域 系 统 的 频率 响应 ,并 确定 系统 出 现 幅 频 响 应 量 大 值 时 的 归 一 
化 频率 。 当 点 为 何 值 时 该 最 大 增益 等 于 1? 画 出 此 时 的 幅度 与 相位 响应 。 


5. 12 一 个 离散 时 域 系 统 的 差分 方程 为 ; 
Vn)=2(n)—0. ytn—1)+0. 1l6y(n—2) 
假设 采样 频率 为 1 000 Hz, 试 确定 该 系统 在 下 面 频率 点 上 的 幅 频 响应 ， 
(ly f=0 
(2) f=250 Hz 
(3) f=500 Hz 
5. 13 确定 参数 A 的 范围 ,以 使 下 列 差 分 方程 对 应 的 离散 系统 是 稳定 的 。 
(C1) yen Ay(n—1)=8r(n) 
(2) y(n — A y(n—2)=7xr{(n—2) 
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本 章 要 分 析 的 几 个 离散 时 域 系统 是 一 些 非常 基本 的 数字 滤波 器 。 这 些 滤波 器 由 
于 简单 而 被 经 常 使 用 。 我 们 将 运用 前 几 章 学 到 的 离散 时 域 系统 分 析 方 法 ,对 这 些 滤波 
器 的 特性 进行 描述 。 这 不 仅 有 助 于 掌握 离散 时 域 系 统 的 基本 分 析 方法 ,而 且 也 有 利于 
理解 后 面 的 数字 滤波 器 和 离散 傅 里 叶 变 换 的 内 容 。 


6.1 点 阻 滤波 器 


点 阻 滤波 器 的 特性 是 滤波 器 在 某 一 频率 上 的 增益 等 于 零 , 而 在 其 他 频率 上 的 增益 
等 于 1。 所 以 ,这 种 滤波 器 可 以 用 来 滤 除 某 个 特定 频率 处 的 噪声 或 不 需要 的 成 分 。 

一 个 二 阶 点 阻 滤波 器 的 传递 函数 可 以 写 为 : 

1—2(cos Oz !' +2 
hs) ep Bron Be TT a 

其 中 ,r 与 cosg 确定 了 滤波 紫 的 零 极 点 位 置 ,这 将 在 下 面 说 明 。 

作为 分 析 的 第 一 步 , 我 们 先 画 出 滤波 器 的 零 极 点 位 置 。 为 使 叙述 较为 清晰 ,我 们 
使 用 具体 的 参数 ,比如 ,的 的 和 一 0. 95。 ea 1) 变 为 


H(#) = Q5g = Fo 90252 


传递 函数 (6-2) 的 两 个 零点 为 ，; 
xl 一 0.5 士 各 .866 (6-3) 
传递 函数 (6-2) 的 两 个 极点 为 : 
2 一 0.475 十 站 .823 (6=4) 
式 (6-3) 和 式 (6-4) 可 以 号 成 极 坐 标的 形式 ; 
] 二 ] 0 yr tim 
ea = 0, 95 Xe 
把 零点 和 极点 用 极 坐 标 式 (6-5) 表 示 之 后 ,就 可 以 很 方便 地 画 出 零点 .极点 在 z 平 
面 上 的 位 置 ,如 图 6-1 所 示 。 两 个 零点 和 两 个 极点 都 有 士 60 的 幅 角 ,这 个 60 的 前 就 是 
我 们 在 前 面 对 式 (6-1) 中 8 设 定 的 角度 。 其 中 的 两 个 零点 位 于 单位 贺 上 ;而 两 个 极点 分 
别 位 于 两 个 零点 所 在 的 半径 上 , 且 极 点 与 圆心 的 距离 为 0.95。 这 个 0.95 的 距离 是 前 


(6-1) 


(6-2) 
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面 对 式 (6-1) 中 的 rf 设 定 的 长 度 。 所 以 ,点 阻 滤波 器 是 通过 8 和 Fr 来 设置 零 极点 位 置 
的 ,并 以 此 规定 了 滤波 器 的 频率 特性 。 由 于 它 的 两 个 极点 都 在 单位 圆 内 部 ,所 以 ,这 个 
点 胃 姜 波 疹 是 稳定 的 。 

下 面 计算 这 个 点 阻 滤波 器 的 幅 频 响应 。 计 算 幅 频 
响应 的 方法 是 对 式 (6-2) 在 单位 圆 上 求 值 ,然后 取 其 
模 。 但 首先 要 把 起 46-2) 表 示 为 因 式 相 霖 的 形式 ,如 下 
所 示 ; 

HO (6- 的 
其 中 ,xz ,se sse 是 滤波 器 的 两 个 零点 和 两 个 极点 ， 
并 由 式 (6-5) 确 定 。 为 了 便于 计算 ,我 们 对 式 (6-6) 的 
: 分 子 与 分 母 同 时 乘 以 过。 这 样 , 式 (6-6) 变 为 ， 
图 6-1 一 个 二 阶 点 阻 滤波 器 EL 


的 零 极 点 位 轩 Cex) Cs 一 se 人 
现在 融 可 以 对 式 46-7) 在 单位 圆 上 求 值 ,并 取 其 模 , 以 
此 确定 点 阻 滤波 器 的 幅 频 响应 
T El CE — zy) 
en | Se = (6-8) 
我 们 把 式 (6-8) 中 的 归 一 化 频率 wT 写 为 0 ,因而 全 表达 式 更 加 简洁 . 
He | 6 


现在 令 吕 从 0 变化 到 x, 就 可 以 计算 出 这 个 点 阻 滤 波 器 的 幅 频 响应 。 具 体 的 计算 
是 使 用 计算 机 完成 的 。 我 们 在 各 从 0 到 x 的 范围 内 均匀 地 选择 了 34 个 频率 点 ,计算 结 
来 未 于 图 6-2 中 。 图 6-2 显示 丁 滤波 器 的 点 阻 特性 。 在 虽 ==xw3 的 频率 点 上 ,滤波 器 
的 增益 为 零 ， 从 图 6-1 中 两 个 零点 的 位 置 也 可 以 看 出 这 个 滤波 器 的 点 上 阻 特性 ,因为 当 
归 一 化 频率 有 一 9 一 m/3 时 , 式 (6-9)7 分 子 中 的 两 条 矢量 中 的 一 条 矢量 的 长 度 等 于 零 。 
由 于 单位 圆 上 其 他 频率 点 到 零点 与 极点 的 距离 几乎 相等 ,所 以 在 低频 和 高 频 区 的 增益 
都 接近 于 1。 而 图 6-2 中 的 这 个 增益 略 大 于 1, 因 为 单位 圆 上 的 一 个 点 到 极点 的 距离 要 
瞳 微 小 于 该 点 到 零点 的 距离 。 

从 图 6-2 可 知 , 在 0 二 x/3 频率 附近 的 增益 和 相位 有 很 大 的 变化 率 。 为 了 分 析 这 
一 频率 附近 的 情况 ,我 们 把 图 6-1 中 这 一 区 域 放大 成 图 6-3 的 样子 。 图 中 的 极点 z, 到 
单位 圆 的 距离 为 0.05。 在 零点 z, 两 侧 的 单位 贺 上 确定 出 两 个 频率 点 让 和 所 ,使 零点 
za 到 这 两 个 频率 点 的 距离 都 等 于 0.05。 这 样 ,就 在 图 中 构成 了 一 个 等 采 直 角 三 角形 
(由 两 条 虚线 与 单位 圆 构 成 ,并 把 单位 圆 的 这 一 部 分 看 作 一 条 直线 )。 因 此 ,从 或 /| 
到 极点 x, 的 距离 都 等 于 0.0707, 而 九 或 户 到 零点 za ( 即 点 阻 滤波 器 的 中 心 频率 ) 的 距 
离 为 0.05。 所 以 ,点 阻 滤波 器 在 频率 等 于 万 或 户 时 的 增益 等 于 0.05/0,0707=0. 707， 
也 式 是 一 3 dB。 因 此 , 刻 或 ,就 是 这 个 点 阻 滤波 器 的 阻 带 的 两 个 端点 频率 ,或 者 说 ,这 
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图 6-2 一 个 二 阶 点 阻 滤 波 喝 的 颖 率 响应 图 6-3 点 阻 滤波 器 一 对 零 极点 的 邻 域 


显然 ,这 个 0. 1 的 带宽 是 归 一 化 的 频率 。 那 么 ,这 个 0.1 的 带宽 究竟 是 多 宽 的 频带 
呢 ? 首先 ,我 们 把 它 与 采样 频率 相 比 。 因 为 归 一 化 的 采样 频率 等 于 2x, 所 以 ,这 个 比值 
等 于 0.1/(27n)==0. 05/x 二 0.0159; 即 等 于 采样 频率 的 0.0159。 因 此 ,如 果 采 样 频率 等 
于 8000 Hz, 那么 ,这 个 点 阻 滤波 器 的 带宽 就 等 于 127 Hz。 从 图 6-3 可 以 看 出 ,这 个 带 
宽 可 以 容易 地 通过 极点 的 位 置 来 调节 ;将 极点 沿 着 半径 向 单位 圆 称 动 ,带宽 就 变 罕 , 反 
之 ,带宽 就 变 宽 。 

点 阻 滤波 器 在 零点 za 附近 的 相位 变化 ,也 可 以 用 5.6 节 的 零 极点 图 解法 进行 估 
算 。 但 因为 这 是 一 个 点 阻 滤波 器 ,所 以 ,这 一 频率 区 内 的 信号 成 分 已 被 大 大 衰减 了 , 它 
们 的 相位 也 就 不 那么 重要 了 。 我 们 可 以 确定 出 在 六 处 的 相 移 为 图 6-3 中 的 , 它 等 于 
一 45 ,而 六 处 的 相 移 应 该 是 十 45"。 当 从 万 沿 着 单位 圆 逐 渐 接 近 零 点 = 时 , 相 移 从 
一 45 逐渐 变 为 一 90 ; 当 越过 零点 aa 之 后 ,相称 发 生 180" 的 突变 而 变 为 十 90", 然 后 逐渐 
沽 小, 当 到 达 互 时 ,相称 变 为 十 45”， 

最 后 需要 说 明 的 是 ,在 上 面 估算 幅度 和 相称 的 时 候 , 我 们 假设 系统 的 男 一 对 零 极 
后 (图 6-1 中 的 zs 和 zs ) 之 间 的 距离 很 小 ,所 以 ,它们 对 上 面 讨论 的 = 和 xz, 频率 区 的 
影 吕 是 互相 抵消 的 。 
6.2 谐振 器 

谐振 岩 的 频率 特性 正好 与 点 阻 滤波 器 相反 , 它 是 指 在 某 个 频率 上 的 增益 达到 最 大 
值 1 ,而 在 其 他 频率 上 的 增益 都 远 小 于 1。 增益 达到 1 的 频率 点 就 是 谐振 器 的 谐振 频率 


扩 。 一 个 二 阶 谐振 器 的 传递 函数 可 以 表示 为 ; 
Fr 一 本 《1 一 一 ) 


] aie : Tar * 
这 样 一 个 谐振 器 有 两 个 零点 : 


(0-10) 
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za 一 工 ] (6=11) 
谐振 器 的 两 个 极点 都 应 该 在 单位 圆 内 ,具体 的 极点 位 置 由 a 和 a; 确定。 因为 a 和 
az 都 是 实数 ,所 以 ,两 个 极点 必然 沟 一 对 共 罗 复 数 ， 


w= (mi faa) (6-12) 
利用 式 (6-11) 和 式 (6-12) 可 以 把 式 (6-10) 中 的 分 子 与 分 母 分 别 分 解 为 两 个 因 式 


的 连 末 ， 
一 让 (6-13) 
在 进一步 邹 析 谐振 占 特 性 的 时 候 , 最 好 使 用 具体 的 数据 。 假 定 谐 振 器 的 两 个 极点 
位于 士 60 的 半生 上, 而且 极 点 到 原点 的 距离 为 00.93。 我 们 来 确定 a .a 入。 
站 和 完 , 可 以 容易 地 确定 出 a 和 a;。 因 为 谐振 器 的 两 个 极点 位 于 士 60° 的 半径 上 ,而 
且 极 点 到 原点 的 距离 为 0.9, 所 以 ,这 两 个 极点 可 以 用 极 坐 标 形式 写 为 ， 


wi = 0 9e (6-14) 
上 式 可 以 容易 地 改写 为 直角 坐标 的 形式 ， 
zw 0 45 土 各. 779 (6-15Y 


根据 二 次 三 项 式 根 与 系数 的 关系 ,或 者 把 式 (6- 15) 代 大 式 (6-13) 的 分 母 中 ,就 可 
以 由 zw 和 zs 计算 出 式 (6-10) 分 母 中 的 a 和 a; 
(2 9 
as =0. 809 
的 作用 是 把 谐振 器 在 谐振 频率 点 上 的 增益 
调节 到 1。 为 了 计算 & ,我 们 要 异 助 谐振 器 的 零 极 
点 图 ,如 图 6-4 所 示 。 因 为 极点 非常 靠近 单位 圆 ， 
所 以 可 以 认为 归 一 化 的 谐振 频率 就 在 r/3 处 (当然 
还 有 一 r/ 3) ,这 就 是 图 中 的 频率 点 expfjr/3)。 从 
exp (jx/3) 到 两 对 零 极点 的 距离 在 图 6-4 中 分 别 表 
下 为 号， .B; 和 A ds, 由 于 线段 瑟 .B; 和 实 轴 构成 
一 个 直角 三 角形 ,所 以 :Bl 和 B, 的 长 度 为 ， 
人 Km/6) 一 1.0 
B,=2.0X cos (xn/6)=1.732 
图 5-4 谐振 器 的 零 极点 分 布 4 是 从 极点 zy 到 exp(jm3) 的 距离 ,等 于 0. 1， 
因为 极点 离 单位 圆 比较 近 ,; 所 以 可 以 认为 六 ,是 从 
exp(jx/3) 到 exp( 一 jri3) 的 距离 ,也 就 是 等 于 B; 的 长 度 。 因此 ,可 以 确定 4 和 A; 的 长 
度 为 ; 


(6-16) 


(6-17) 


Al=0.1 
_ 6-18 
1 元 - =2,.0xXe0s (TAG 一 1.732 2 
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这 样 ,就 可 以 根据 式 (5-48) 和 式 (6-13) 计 算出 谐振 频率 点 上 的 增益 ， 
hs) (Kena 一 se)| BB 
[IHie i re em Wy 志 b,x10 (6-19) 
要 求 在 谐振 频率 点 上 的 增益 等 于 1, 即 ， 
IH(e™)|=& X10=1 
所 忆 , 本 为 : 
p=0,.1 C6-20) 
计算 出 了 a .a 和 所 之 后 ,谐振 器 的 传递 函数 (6-10) 就 可 以 改写 为 : 


OX LI—gi?) 
1—0. 9 ! +0. B09 WI 


由 式 (6-21) 可 以 画 出 这 个 谐振 器 的 实现 框图 。 首先 ,把 式 (6-21) 中 的 理 (#) 表 不 
为 YCz) /XCz) ,并 在 等 式 两 边 同 时 乘 以 Cs) ,以 去 除 等 式 左 边 的 分 母 。 这 样 , 式 (6- 
21) 变 为 ， 


万 (z) 一 


0.1X(1 一 =:)X(z) A 
YT 了 

人 守 : 
ve 0 et > 


1 一 0. gx- 十 0. 8092 
利用 式 (6-23) , 式 (46-22) 就 变 为 ， 
Yl)=W(2)—2 W(z) (6-24) 
我 们 还 可 以 把 式 (6-23) 和 式 (6-24) 转 化 为 一 个 差分 方程 组 ， 
TNR) =0,. lx 0. Irw(n—1)—0. 809rww(n—2) 
yn)=wn) 一 其 几许 一 全) 
根据 式 !6-23) 和 式 (6-24) ,或 者 根据 式 (6-25) ,就 可 以 画 出 图 6-5 这 样 的 谐振 器 实 
现 框图 .这 个 谐振 器 的 幅 频 响应 可 以 根 
据 零 极点 的 值 和 式 (6-13) 逐 点 算出 。 此 
外 ,我 们 也 可 以 用 6.1 节 类 似 的 方法 , 计 
算出 谐振 器 的 带宽 .增益 和 相位 特性 ,并 
调节 谐振 器 的 带宽 。 


6.3 梳 状 滤波 器 


梳 状 滤 滤器 的 基本 思路 是 :我 们 可 以 
通过 = 变量 的 代 换 ,使 离散 时 域 系 统 的 频 
率 响应 在 [0,ws | 范围 内 呈现 某 种 周期 性 。 图 6-5 一 个 二 阶 谐振 器 的 实现 框图 
所 以 ,我 们 先 来 说 明 如 何 使 频率 响应 呈现 
这 样 的 周期 性 ,然后 再 分 析 梳 状 滤波 器 。 


(O-290) 


9 1 ma 人 
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6. 3. 1 频率 响应 在 L0,osj 区 间 内 的 周期 性 


我 们 来 讨论 如 何 通过 自 变 量 = 的 代 换 使 离散 系统 的 频率 响应 在 L0,ws jj] 区 间 内 具有 
周期 性 。 比 如 ,有 一 个 离散 时 域 系 统 的 传递 函数 为 甩 (z) ,那么 这 个 离散 系统 的 频率 啊 
应 就 是 五 (e”" )。 由 于 e 是 以 27 为 周期 的 ,所 以 , 责 (ew ) 一 定 也 是 以 2x 为 周期 的 。 
(这 当然 是 对 的 ,离散 时 域 系统 的 频率 啊 应 一 是 是 以 邮 为 周期 而 重复 的 ) 。 

我 们 现在 用 演 代 赫 瑟 (=) 中 的 zx, 因而 传递 函数 日 (z) 变 为 H(z)。 而 且 , 这 个 新 的 
传递 函数 H(z ) 的 频率 响应 应 该 等 于 H(ie*")， 

根据 上 面 关 于 e™ 以 2 为 周期 的 结论 ,新 的 传递 函数 的 频率 响应 再 (ee ) 一 定 也 
是 以 2r 为 周期 的 。 这 也 可 以 说 成 ,新 传递 函数 的 频率 响应 日 (e*') 是 以 变量 wT 的 
2r 和 为 周期 的 。 所 以 ,用 尝 代 赫 互 (< 中 的 =, 实际 上 就 是 把 原先 传递 函数 H(z) 在 [0， 
2xj 范 围 内 的 频率 响应 压 纠 到 了 [0,2x/] 的 范围 内 ,而 且 在 [0,2x 有 以 上 的 高 频 区 内 
还 顺序 地 复制 了 (一 1) 个 相同 的 频率 响应 。 

为 了 验证 这 个 周期 性 ,我 们 来 看 一 个 简单 的 传递 函数 ， 

再 (z) 一 1 一 < (6-26) 

这 个 传递 晴 数 有 一 个 零点 在 z= 二 1, 如 图 6-6a 所 示 。 所 以 ,这 个 滤波 器 的 直流 增 闪 
为 零 , 具 有 高 通 的 特性 。 

如 果 用 代替 式 (6-26) 中 的 z, 就 得 到 一 个 新 的 传递 函数 ， 


ds (6-27) 
为 了 便于 说 明 ,我们 假设 =8。 所 以 ; 式 (6-27) 变 为 ; 
Hi(w le (6-28) 


根据 例 5-4 的 分 析 可 以 知道 , 式 (6-28) 的 8 个 根 应 该 均匀 地 分 布 在 单位 圆 上 ,并 可 

以 表示 为 ; 
Ea ml (6-29) 

这 8 个 根 就 是 晶 ,:(z) 的 8 个 零点 ,并 夯 在 了 图 6-6b 中 。 当 m=0 时 的 根 =z, 就 是 式 
(6-26) 中 的 那个 零点 ,也 就 是 图 6-6a 中 的 那个 零点 ， 

从 图 6-6b 可 以 看 出 ,传递 函数 H(z) 确 实在 8 个 等 间距 的 频率 点 上 复制 了 原来 传 
递 函 数 万 (=) 的 直流 增益 为 零 的 特性 。 

除了 把 玉 (z) 的 那个 零点 复制 成 了 H(z) 的 8 个 零点 之 外 ,HH (iz) 在 其 他 频率 点 上 
的 啊 应 值 也 同样 复制 了 Hiz) 相 应 频率 点 上 的 响应 值 (由 于 8 丫 零 点 之 间 的 相互 影响 ， 
这 种 复制 不 是 完全 相同 的 ,而 只 是 形状 相似 )。 这 将 在 下 面 讨论 梳 状 滤波 器 时 做 进 一 
步 说 明 。 
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图 6-6 H(z) 的 一 个 零点 被 百 ( 夫 ) 复 制 成 了 的 8 个 零 操 


6. 3.2 梳 状 滤波 器 的 分 析 
我 们 回 到 梳 状 滤波 器 。 梳 状 滤波 器 的 基本 传递 函数 是 ，: 
lx 

H(z)= 


1 一 az 
这 个 基本 杭 状 滤波 器 的 零 极点 位 置 示 于 图 6-7a 中 。 因 为 它 的 一 个 零点 在 六 一 1， 

一 个 极点 在 = =a, 所 以 是 一 个 一 阶 高 通 滤波 器 , 它 的 频率 特性 与 式 (6-26) 相 似 。 在 式 

(6-30) 中 多 了 一 个 极点 ,是 为 了 调节 频率 特性 的 起 伏 。 具 体 地 说 ,是 为 了 调节 滤波 器 

的 频率 选择 性 ,也 就 是 调节 图 6-8 中 的 “梳子 齿 宽 "。 如 果 a 选择 得 比较 大 ,使 极点 非常 

贴近 单位 圆 上 的 零点 ,频率 响应 就 变 为 图 6-2 那样 的 点 阻 特性 ,有 很 强 的 频率 选择 性 。 

如 果 a 选择 得 很 小 ,极点 挤 在 原点 附近 ,频率 特性 就 变 为 一 些 缓坡 ,使 选择 性 很 弱 。 
实际 使 用 的 梳 状 褪 波 器 可 以 简单 地 通过 用 交代 圭 式 (6-30) 中 的 < 得 到 ; 


H,(z)=H(#)= 下 {6313 
闻 六 


这 个 梳 状 滤波 器 的 零 极 点 位 置 示 于 图 6-7b 中 。 图 中 假定 有 一 8。 因此 ,从 每 个 极 
点 到 原点 的 距离 为 a 二 a 。 
梳 状 滤波 疾 的 频率 别 应 可 以 表示 为， 
页 (1 一 e my) 


万 ， 【em ) 一 ] 一 ae-iaa (6-32) 


利用 式 (6-32) ,并 使 号 从 0 变化 到 ,就 可 以 得 到 梳 状 滤波 器 的 频率 啊 应 。 我 们 把 
计算 得 到 的 幅 频 响应 画 在 图 6-8 中 。 从 图 中 可 以 看 出 ,由 于 有 一 8 总 共有 8 个 频率 后 
上 的 响应 为 零 ( 图 中 只 画 出 从 0 到 r 范 围 内 的 5 个 这 样 的 频率 点 )。 

我 们 现在 来 确定 式 (6-32) 中 的 hh。 包 的 作用 是 把 频率 响应 的 最 大 值 调 市 到 1， 

根据 图 6-7b 和 图 6-8 中 的 周期 性 和 对 称 性 ,的 值 可 以 在 增益 取得 最 大 值 的 任意 
一 个 频率 点 上 进行 确定 ,比如 选择 人 n=x/8, 如 图 6-7b 和 图 6-8 所 示 。 
根据 式 (6-32), 由 于 站 =8, 我 们 得 到 ， 


Ri 
Ho) |= | 


(6-30) 


=| 什 
la 


A 、 一 
Hy 外 泪 [ Wy " LE LE 自 浊 本 灶 山 i 
sz = = = 一 一 i 1 

a ?er 
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(a) 基本 梳 状 误 波 器 的 零 极点 。 (b) 实用 梳 状 滤波 器 的 堆 极 点 
图 6-7 梳 状 滤波 器 的 零 极点 图 


He 
[Op 


0 元 xe 半 mi 3 同 元 


图 6-8 梳 状 滤波 器 的 幅 频 响应 ,k=8,a'*=0. 8,6, = 二 0. 584 
如 果 选 择 a” 二 0.8, 即 极点 到 原点 的 距离 为 0.8( 图 6-7b 中 的 情况 ) ,那么 一 


0.16777。 刀 的 值 为 ; 
lta 1+0,16777 
ep 
最 后 对 梳 状 涉 波 器 的 分 析 与 设计 做 一 个 归纳 。 梳 状 滤波 器 的 传递 函数 为 
式 (6-31), 它 有 3 个 参数 ,确定 频率 响应 在 区 间 [0 ,ws] 内 的 重复 周期 数 ,机 用 于 调节 频 
率 啊 应 的 最 大 值 ,a 用 于 调节 频率 选择 性 。 梳 状 滤波 器 因 其 幅 频 响应 的 形状 而 得 宅 ,在 
抑制 工 频 谐 波 干扰 和 雷达 信号 处 理 等 方面 有 许 儿 用 途 . 


6. 4 平均 滤波 器 
下 均 滤 流 髓 也 许 是 一 种 最 简单 的 数字 滤波 器 ,因而 也 是 最 常用 的 滤波 器 之 一 . 我 


们 在 2. 1 节 中 曾经 提 到 过 这 种 滤波 器 ， 它 是 对 最 近 的 (MT 二 1) 个 样 点 取 平 均值 作为 输 
出 。 平均 滤波 器 的 时 域 表 达 式 可 以 写 为 ， 


一 山 . 984 


周 
ym) = zn—m) (6-33) 
由 上 式 可 以 得 出 平均 滤波 器 的 传递 函数 : 
1 be .J 1— 2th 
Fo 一 NTFT 2 oe ee (6-34) 


为 了 便于 求解 零点 ,我 们 对 式 (6-34) 的 分 子 与 分 母 同 时 著 惧 ai ;因此 , 式 (6-34) 


fC BR WE rn 
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变 为 ; 
2 一 1 
= 一 1 
从 式 (6-35) 右 边 的 后 一 个 分 式 的 分 子 可 以 求 得 平均 滤波 器 的 CMT1) 个 零点 。 这 
个 求解 方程 是 ， 


(6-35) 


一 时 


md I | 

从 这 个 零点 求解 方程 可 知 , 它 的 CM 十 1) 个 零点 均 名 地 分 布 在 单位 圆 上 ,为 : 

Ze = MD = 0,1,2,""7NM (6-36) 
其 中 , 当 m=0 时 的 零点 zo 位 于 expdj0)= 二 1。 但 这 个 零点 实际 上 被 分 母 中 的 极点 z, 二 1 
所 抵消 。 因 此 ,这 个 滤波 器 其 实 只 有 JM 个 零点 。 图 5-9 画 出 了 这 个 平均 滤波 紫 的 零点 
分 布 ,其 中 M 一 7。 

在 准确 地 计算 出 平均 滤波 器 的 频率 响应 之 前 ,我 们 先 从 图 6-9 中 的 零点 分 布 来 粗略 
估算 这 个 滤波 器 的 幅 频 响应 。 由 图 6-9 可 知 ,滤波 器 幅 频 响应 的 最 大 值 出 现在 归 一 化 频 
率 呈 ==0 的 频率 上 , 即 直 流 零 频 。 当 几 nN 逐渐 增 大 时 ,位 于 单位 贺 上 的 频率 点 exptim) 与 最 
近 的 那个 零点 的 距离 逐渐 变 小 ,因而 使 增益 从 最 大 值 逐 渐 下 降 , 并 在 n 二 /4 时 到 达 滤 波 
器 的 第 一 个 零点 ,使 增益 降 到 零 。 然 后 , 随 着 0 的 继续 增 大 ,增益 也 逐渐 增加 ,并 在 大 约 
0 一 3m78 时 达到 第 一 个 局 部 极 大 值 。 之 后 ,增益 又 在 上 0 二 x2 时 回 到 堆 。 这 样 再 循环 两 
次 之 后 , 归 一 化 频率 只 达到 ,让 波 器 的 增益 达到 它 的 第 四 个 零 值 。 在 这 个 过 程 中 ,单位 
加 上 的 频率 点 exp(tj0) 与 多 数 零 点 的 距离 越 来 越 小 ,所 以 ,这 3 个 局 部 极 大 值 也 越 来 越 
小 。 这 就 是 图 6-11 中 的 幅 频 响应 曲线 。 在 到 27 的 频率 范围 内 的 滤波 器 增益 与 0 到 
范围 内 的 增益 是 完全 对 称 的 。 

我 们 也 可 以 从 时 域 来 解释 平均 滤波 器 的 频率 特性 。 当 增加 频率 使 品 =m/4 时 , 滤 
波 器 到 达 了 第 一 个 零点 ,这 就 是 图 6-10a 中 的 情况 ,图 中 使 用 了 正弦 信号 ,采样 周期 为 
T, 信 号 周期 为 二 。 这 时 ,信和 号 频率 等 于 采样 频率 的 178, 或 者 说 ,在 信号 的 一 个 周期 内 
有 8 个 样 点 。 而 这 样 的 8 个 样 点 一 定 均 匀 地 分 布 在 正弦 信号 的 一 个 周期 中 ,比如 图 6- 
10a 中 标 有 1 到 8 的 这 8 个 样 点 。 显 然 , 这 8 个 样 点 的 平均 值 一 定 为 零 . 


图 6-9 平均 潜流 器 的 零点 分 布 图 6-10 平均 滤波 玫 频 率 啊 应 的 等 值 与 极 太 值 的 时 
域 解释 :fa) 为 站 一 元 /4 by) 为 站 一 3 元 /8 


此 外 , 当 频 率 吕 增加 到 位 于 两 个 相 邻 零点 之 间 的 中 点 (比如 有 二 3x/8) 时 ,就 有 图 
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6-10b 中 的 情况 (这 时 的 信和 号 周期 缩短 到 了 T,)。 这 时 ,连续 的 8 个 样 点 构成 了 信号 的 
1.5 个 周期 ,如 图 5-10b 中 标 有 3 到 10 的 这 8 个 样 点 。 在 这 8 个 样 点 中 ,一 定 有 半 个 周 
期 的 样 点 没有 被 抵消 ,因而 使 增益 达到 一 个 局 部 极 大 值 。 

平均 滤波 器 的 幅 频 响应 可 以 容易 地 由 式 (6-34) 导 出 : 


1 一 上 iM 1 
H(en) = 一 


对 上 式 右 边 的 分 子 提 取 公 因子 exp[ 一 jC(M 十 1) 20/2], 对 分 母 提取 公 因 于 
exp( 一 j(2/2) ,再 使 用 欧 拉 恒 等 变换 之 后 , 式 (46-37) 变 为 : 


(6-37) 


i EM sin [EM+ LD/2] 间 
Hug Do WET "a ein CVRD ei 


由 式 (6-38) 得 到 平均 滤波 器 的 幅 频 响应 
(6-39) 


Wipe mp 
图 6-11 平均 滤波 器 的 幅 频 响应 ,M=7 


当 M 确定 之 后 ,可 以 根据 式 (6-39) 计 算出 平均 滤波 器 幅 频 响应 的 具体 数据 ,并 把 
这 些 数 据 画 成 幅 频 响应 曲线 ,如 图 6-11 所 示 , 图 中 MM=7。 从 图 6-11 中 的 曲线 可 以 看 
出 ,平均 滤波 器 具有 低 通 的 特性 ,而 且 在 rd4.r/2 .3ridr 这 4 个 归 一 化 频率 点 上 的 增 
益 为 零 , 在 超过 的 5r/4.3r/2.7r/4 这 3 个 频率 点 上 的 增益 也 必然 为 零 。 上 述 这 ?个 
增益 为 零 的 频率 点 正好 对 应 图 6-9 中 的 7 个 零点 位 置 。 

在 结束 平均 滤波 器 讨论 之 前 ,我 们 想 提 及 另外 两 个 与 平均 读 波 器 很 相似 的 浪 波 
器 :移动 平均 滤波 器 和 sinc 滤波 器 。 

移动 平均 滤波 器 的 传递 函数 可 以 写 为 ， 

Blz)=b Tih +The (0-4 人 0 ) 

其 中 ,系数 Hb、…' .Bm 是 根据 当前 被 处 理 信和 号 的 统计 特性 确定 的 ,所 以 这 种 滤波 器 的 
频率 特性 反映 了 被 处 理 信 和 号 的 特性 ,因而 就 不 是 一 个 移 不 变 系 统 ， 相 比 之 下 ,本 节 所 
讨论 的 平均 滤波 器 是 比较 简单 的 ,所 以 ,有 时 也 叫 “ 简 单 平均 滤波 器 ”。 

sinc 滤波 器 是 指 这 样 一 类 滤波 器 , 它 的 幅 频 响应 有 sine 函数 的 形式 ,可 表示 为 ， 


本 /让 尖 网 .论坛 a 


| 
Re 
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ny | | sn Cn?) > 
HCe) | = | 型 Ca ] (6-41) 


其 中 ,为 一 个 任意 的 整数 ;0 为 归 一 化 频率 。 

在 sinc 滤波 器 中 ,分 子 正弦 函数 中 的 nf 是 与 分 母 相 同 的 ,如 式 (6-41) 那 样 。 当 器 
从 0 变化 到 时 ,分 子 的 正 蕊 函数 已 经 变化 了 整整 ww/2 个 周期 ,而 分 母 的 a0 则 随 00 的 
增加 做 线性 增长 。 所 以 ,整个 分 式 的 值 在 吕 =0 时 达到 最 大 值 1, 然 后 随 着 2 的 增加 而 
夯 出 一 条 衰减 的 振 莫 曲线。 

把 式 (6-39) 与 式 (6-41) 相 比 可 以 发 现 , 式 (6-39) 中 的 分 子 正 茂 函 数 的 弧 诬 数 与 分 
母 不 相同 。 但 如 果 把 式 46-39) 中 的 两 个 分 母 台 在 一 起 ,就 可 得 到 

eal ee 

由 式 (6-42) 可 知 , 式 (6-39) 非 常 相 似 于 sine 函数 ,尤其 在 呈 很 小 而 使 分 母 中 的 
sin(02/2) 比 较 接近 2/2 的 时 候 ， 


6.5 全 通 滤 波 器 


全 通 识 波 占 的 功能 是 改变 信和 号 中 某 些 频率 成 分 的 相位 ,以 实现 相位 均衡 。 它 的 幅 
频 啊 应 恒 等 于 1, 与 频率 无 关 , 因 此 可 以 写 为 ， 
| Hie”)|=1 (6-43) 
全 通 滤 波 器 的 一 个 特点 是 , 它 的 零 极点 总 是 成 对 出 现 的 ,而 且 每 一 对 零 极点 有 相 
同 的 幅 角 ,但 它们 的 模 互 为 倒数 。 所 以 ,这 样 的 一 对 零 极 点 可 以 写 为 ; 


(6-42) 


| 
(6-4d4) 

pe 

我 们 先 来 证 明 由 这 样 一 对 零 极点 组 成 的 滤波 器 在 幅度 上 具有 全 通 的 特性 ;然后 再 


讨论 全 通 滤波 器 的 相位 特性 。 

6-12 中 的 二 和 所 就 是 这 样 的 一 对 零 极 
点 。 图 中 的 A 是 单位 圆 上 的 一 个 任意 频率 点 ， 
零 极点 的 位 置 由 式 (6-44) 确 定 。 我 们 需要 证 明 ， 
由 这 样 一 对 零 极点 所 产生 的 幅 频 响应 与 频率 无 
其 ,或 者 说 ,这 样 一 对 零 极点 在 全 部 频率 范围 内 
具有 恒定 的 幅 频 响应 ， 

为 此 ,我 们 用 虚线 把 O 〇 zz, 与 A 连接 起 
来 ,如 图 6-12 所 示 。 可 以 看 出 ,由 这 一 对 零 极 点 
引起 的 .在 频率 点 点 的 增益 应 该 等 于 线段 (4 一 
<, ) 除 以 线段 (4 一 = )， 图 6-12 具有 全 通 特性 的 一 对 零 极点 

在 图 6-12 中 ,有 两 个 三 角形 是 相似 三 角形 ， 


二 Pr 启 源 ， My 论 十 日 弗 二 性 | 
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三 角形 OO 一 A 一 z, 和 三 角形 O 一 % 一 六。 因为 它们 有 一 个 公共 航 一 上- 六, 而且 根据 式 
(6-44) 可 知 , 这 个 公共 骨 的 两 条 对 应 边 成 比例 ,这 就 是 ， 


OA _ Ce, 
由 两 个 三 角形 相似 可 知 对 应 边 成 比例 ,因此 ,由 这 一 对 零 极 点 所 确定 的 ,在 频率 各 
处 的 增益 可 以 表示 为 ， 
频率 点 A 的 增益 = 人 = = 人 R= (6-46) 


由 于 频率 点 点 是 任意 选取 的 ,所 以 ,我 们 就 可 以 得 出 这 样 的 结论 :这 样 一 对 零 极点 
在 所 有 频率 点 上 引起 的 增益 都 是 相等 的 ,而 且 都 等 于 1/r。 这 就 证 明了 这 样 一 对 零 极 
点 的 全 通 特性 。 

由 于 全 通 滤波 器 是 实 系 数 的 ,所 以 , 堆 
点 与 极点 都 是 以 共 生 复 数 的 形式 成 对 出 现 
的 。 因 此 ,对 于 式 (6-44) 中 的 一 对 零 极 点 ， 
也 必然 存在 另 一 对 共 二 的 零 极 点 。 这 样 就 
构成 了 两 对 零 极 点 ,并 可 写 为 ; 


士 国 
es 二 e (6_47) 


Zum = re 


这 两 对 零 极点 的 位 置 示 于 图 6-13 中 。 
我 们 可 以 用 这 样 的 两 对 零 极 一 
国 613 吕 有 全 衣物 性 的 隔 玫 共 和 等 概 避 | 沾 一 阶 全 通 淹 波 多， pope 


H(s)=r 7 (6-48) 
E— eA (ET) 
其 中 ,因子 "是 为 了 使 全 通 滤波 器 的 增益 等 于 1[ 由 式 (6-46) 可 知 ,一 对 零 极点 的 增益 
为 1/r]。 把 式 (6-47) 中 的 零 极点 代 人 式 (6-48) ,然后 展开 式 (6-48), 得 到 ， 


(Ce—r le 这 一 天下 上 
H(z)=r (一 re Cere ny) 


{re—e ) (re—e :) 
《一 PE) (ec—re 六] 
天 和 一 2r(cos zl1 
好 一 2rfeos 的 = 十 天 
2r(cos Or !+e 
”1 一 2rfoos a (6-=497 
陈 46-49) 古 二 阶 全 通 滤波 器 传递 函数 的 一 般 形式 ;其 中 ,r 为 极点 到 原点 的 距离 ,6 
为 地 极点 所 在 半径 的 巾 角 
式 (6-49) 可 以 写成 男 一 种 形式 ，; 


H(zx)= 


da ta de 
lar Tar 


C0-500) .，, 


tf0 EY WE asin 
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其 中 心 王 一 2reosga 一天。 从 式 (6-49) 和 式 (6-50) 可 知 , 全 通 滤波 器 传递 函数 的 分 子 
与 分 母 中 的 系数 是 对 称 的 ,所 以 ,描述 一 个 二 阶 全 通 滤 波 器 只 要 两 个 参数 , 即 r 与 9 或 
者 i 与 Hz 0 

全 通 滤 波 器 的 主要 用 途 是 修改 信和 号 的 相位 。 为 此 ,我 们 来 计算 一 个 二 阶 全 通 滤 波 
器 的 相 频 特性 。 为 了 便于 计算 ,假设 让 波 髓 的 两 个 系数 为 : 
rr 二 人 0. 出 


5 (6-51» 
因而 ,全 通 滤 波音 的 两 对 零 极 点 为 ;: 
in =1. 206 ™! 
| lip (6-52) 
把 上 式 代入 式 (6-48) ,就 得 到 这 个 全 通 滤 波 器 的 传递 函数 ， 
H(z)=0. 64 x Cw 1 D0: ) (Ce— 1, 256 ™*) (6_53) 


(2—0. Be ) (2—0, Be mw) 
把 上 去 转换 成 频率 响应 的 形式 ,然后 使 频率 只 沿 着 单位 圆 从 0 恋 到 ,就 可 以 计算 出 这 
个 泪 滤 更 的 相位 特性 ,如 图 6-14 所 示 。 由 图 6-14 可 知 , 当 频率 达到 fd 时 ,相位 的 改 
变量 达到 x, 其 他 频率 上 的 相位 改变 量 都 小 于 x。 

注意 :图 6-14 中 那 条 重 直 的 虚线 不 是 相位 宾 变 。 当 相位 超出 [一 yx 之 后 ,可 以 
加 或 碱 2 ,使 其 回 到 [一 rm 的 范围 。 所 以 ,在 整个 频率 范 国内 , 相 移 是 连续 的 。 


He 


图 6-14 二 阶 全 通 滤 波 器 的 相 频 响应 ,r=0.8,0=xi/4 
由 图 6-14 还 可 以 看 出 ,相位 的 修改 不 像 帆 度 修改 那么 容易 ,一 般 是 比较 困难 的 。 
但 如 果 把 图 6- 13 中 的 零 极点 移 到 非常 贴近 单位 圆 的 时 候 , 全 通 滤 波 器 的 相 频 特性 可 
以 亚 为 只 在 一 个 频率 点 上 有 180" 的 相称 ,而 在 其 他 频率 上 的 相称 都 几乎 等 于 零 。 


习 囊 
6. 1 一 个 两 项 简单 平均 滤波 器 的 差分 方程 为 ， 


ynT)=0. 5 z(t(nDD+ rtnT— TY]| 
试 确定 系统 的 传递 函数 ,并 画 出 系统 的 幅 频 与 相 频 响应 曲线 ， 


6 晒 工 各 
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6.2 找 出 下 面 杭 状 让 流 占 传 递 是 数 中 的 名 ,使 让 波峰 的 峰值 增益 等 于 1, 并 画 出 滤波 器 的 零 
极点 图 和 幅 频 响应 。 
i 
A TP 


6.3 一 种 简单 而 有 用 的 让 除 响声 的 技术 叫做 "5 平均 与 7 平均 方法 "。 它 由 一 个 5 样 点 平均 
训 访 器 和 一 个 了 7 样 点 平均 滤波 器 串联 而 成 。 
(1 给 出 整个 滤波 器 的 名 击 响应 Atm) 。 
(2) 计算 出 整个 滤波 器 的 时 间 延 迟 。 
(3) 贺 出 整个 滤波 器 的 零 极 点 图 . 
6.4 一 个 一 阶 低 通 淡 波 器 的 传递 函数 为 ，; 
Ht = 2 


l—ee 
(1) 画 出 滤波 器 大 概 的 幅 频 响应 ， 
(2) 计算 增益 峰值 出 现 的 频率 点 以 及 使 峰值 增益 等 于 1 的 刀 值 。 
(3) 找 出 参数 c, 使 3 由 截止 频率 ox:=0.01ws ,其 中 ws 为 采样 频率 ， 
6.5 一 个 离散 系统 有 下 列传 递 函 数 ， 


Hz) = 


| 到 | ce, en0 


1+22 1 
l=0. le™—]. 92 


(1) 判定 该 滤波 器 是 否 稳 定 。 为 什么 ? 
i2) 如 果 不 稳 定 , 试 结 出 稳定 的 且 具 有 相同 幅 频 响应 的 传递 函数 ， 
(3) 转 出 最 后 的 离散 系统 的 幅 频 响应 曲线 ， 
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数字 滤波 器 的 设计 目标 是 找 出 满足 要 求 的 系统 传递 函数 或 冲击 响应 。 这 可 以 分 
为 两 种 设计 方法 :IIR 滤波 器 的 设计 方法 和 FIR 滤波 器 的 设计 方法 。 我 们 将 分 别 讨论 
这 两 种 数字 滤波 器 的 设计 方法 。 由 于 今天 的 滤波 器 设计 大 多 可 以 使 用 设计 工具 来 完 
成 ,所 以 ,在 本 章 的 最 后 将 概要 介绍 如 何 利 用 MATLAB 进行 数字 滤波 器 设计 . 


7. 1 模拟 滤波 器 设计 


把 模拟 滤波 器 设计 作为 本 章 的 开始 ,有 两 个 目的 。 首 先 ,IIR 数字 滤波 器 的 设计 是 
从 模拟 滤波 器 开始 的 ;其 次 ,对 模拟 滤波 器 特性 的 描述 同样 适用 于 数字 滤波 器 的 分 析 
与 设计 。 


7.1.1 常用 模拟 滤波 器 
理想 间 1 滤波 器 是 一 种 只 


在 讨论 滤波 器 的 时 候 , 我 们 总 要 先 说 明 什 么 是 理想 滤波 器 。 理 
有 通 带 和 阻 带 而 没有 过 渡 带 的 滤波 器 。 而 且 , 通 带 中 的 增益 为 常数 , 阻 带 中 的 增益 为 
零 。 由 于 理想 滤波 器 从 通 带 到 阻 带 是 完全 陡 直 的 ,所 以 也 被 叫做 * 砖 墙 "滤波 器 。 理 想 
滤波 器 是 不 可 实现 的 。 

实际 滤波 器 的 频带 分 为 3 部 分 : 通 
带 . 过 渡 带 和 阻 带 ,如 图 7-1 所 示 。 通 带 
内 的 增益 不 必 是 常数 ,可 以 有 一 些 波动 ; 
阻 带 内 的 衰减 不 必 是 零 ,但 必须 小 于 某 
个 值 ;过 渡 带 的 宽度 不 必 为 零 ,但 希望 滚 : 本 
障 率 太 一 些 , 因 而 过 渡 带 可 以 罕 一 些 ， 一 Cr 
有 时 ,我 们 对 实际 滤波 器 也 还 有 和 群 延迟 可 = 
的 要 求 ( 群 延迟 定义 为 相 移 对 于 频率 的 图 7-1 实际 访 玻 占 的 通 带 . 过 牙 带 和 图 带 
导数 的 负 值 , 用 来 表示 同一 频带 内 的 相称 特性 )。 比 如 , 通 带 内 的 群 延迟 尽 可 能 地 比较 
恒定 。 对 过 渡 带 和 阻 带 内 的 群 延迟 一 般 没 有 什么 要 求 和 限制 。 此 外 ,这 里 所 投 述 的 滤 
波 器 都 是 指 低 通 滤波 器 ,但 所 描述 的 特性 同样 适用 于 带 通 . 带 阻 或 高 通 滤波 器 . 
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对 于 图 ?-1 中 的 滤波 器 要 求 , 可 以 用 不 同类 型 的 滤波 器 来 实现 。 下 面 对 4 种 常用 
的 模拟 滤波 器 做 一 个 简要 说 明 , 图 7-2 中 画 出 了 这 4 种 滤波 器 的 归 一 化 幅 频 响应 。 这 
个 归 一 化 有 两 个 意思 ;首先 是 指 低 通 滤 波 器 ,其 次 是 指 滤 波 器 的 截止 频率 等 于 1 rad/s。 
在 一 般 的 滤波 器 设计 书籍 和 手册 中 都 可 以 找到 模拟 滤波 器 的 设计 数据 ， 
巴特 沃 斯 滤波 器 (图 7-2a) 也 许 是 最 常用 的 一 种 滤 访 器 , 它 的 特点 是 通 带 内 有 最 大 
的 平坦 性 ;也 有 较 好 的 群 延 迟 。 通 带 的 边缘 (也 就 是 截止 频率 ) 定 义 为 增益 降低 到 直流 
增益 的 一 3 晶 的 频率 点 。 在 全 部 频率 范围 内 , 它 的 增益 随 频 率 的 增加 而 单调 下 降 ， 
第 一 类 切 比 雪夫 滤波 器 ( 图 7-2b) 通 带 内 的 增益 呈 等 纹 波 的 起 伏 。 正 因为 这 个 起 
伏 , 才 使 它 的 过 渡 带 有 上 比较 陡 的 滚 降 率 。 在 通 带 之 外 的 增益 呈 单 调 下 降 。 它 比 巴特 沃 
斯 滤波 器 的 截止 特性 好 。 通 带 内 增益 的 起 伏 是 可 以 选择 的 。 图 7-2b 中 选择 的 6 dB 是 
比较 大 的 ,完全 可 以 选择 得 更 小 ,比如 1 dB 或 更 小 。 
第 二 类 切 比 雪夫 滤波 器 (图 7-2c) 在 通 带 内 是 单调 下 降 的 ,但 在 阻 带 内 是 等 纹 波 
的 ， 阻 带 的 开始 点 是 可 以 选择 的 ,图 7-2c 中 选择 了 一 20 dB 为 阻 带 的 最 小 亡 减 量 。 
椭圆 滤波 器 (图 7-2) 是 第 一 类 和 第 二 类 切 比 雪夫 滤波 器 的 组 合 。 它 在 通 带 和 阻 
带 内 的 增益 都 是 有 起 伏 的 。 椭圆 滤波 器 的 优点 是 有 最 窗 的 过 滤 带 。 图 7-2d 中 选择 了 
6 dB 的 通 带 琢 波 和 一 20 dB 的 阻 带 最 小 豪 减 ， 


i a 


(a) 巴特 添 斯 浪 波 融 (b) 第 一 类 切 比 雪夫 让 波 器 


(5) 第 二 关切 比 当 去 褪 波 器 (td) 椭 圈 滤波 器 
图 7 4 种 常用 滤 被 右 的 归 一 化 幅 频 响应 


7. 1.2 滤波 器 的 频率 变换 

滤波 器 设计 手册 上 查 到 的 滤波 器 都 是 归 一 化 的 低 通 滤 波 器 。 在 实际 设计 滤波 器 
时 ,要 把 这 些 归 一 化 的 滤波 器 转换 成 所 需 的 滤波 器 ,这 个 过 程 叫 滤波 器 的 频率 变换 ,和 包 
括 频 带 伸缩 和 频带 转换 
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1. 频带 伸缩 

频带 伸缩 的 目的 是 把 1 rad/'s 的 归 一 化 截止 频率 按 比 例 扩 大 到 所 需 的 截止 频率 wr 
上 。 方法 很 简单 ,只 要 在 归 一 化 滤波 器 的 传递 函数 中 用 s/oax 代 蔡 s。 下 面 就 古 这 忻 的 
一 个 例子 ，。 

要 求 找 出 一 个 截止 频率 等 于 150 Hz 的 三 阶 巴 特 活 斯 滤波 器 的 传递 函数 。 

由 手册 可 以 查 得 三 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 的 传递 函数 为 ， 


H's)= 


把 sr 代 埋 上 式 中 的 :之 后 ,就 可 得 到 ; 
] 加 eu 
(s/w ) a2) 二 ose) 二 1 Fons 2 so 
其 中 ,ow 为 所 需 的 截止 频率 ， 
再 把 we 一 2rX150= 一 300r 代入 上 式 , 就 得 到 所 要 的 巴特 沃 斯 滤波 器 的 传递 函数 . 


837 169 470 
5 十 18855 十 1 776 529s 十 837 169 470 


] 
| Co) 


H, C5) pe 


五 【5 一 


2. 低 通 转换 成 高 通 

把 低 通 滤波 天 转 换 成 融通 滤波 器 的 方法 是 用 wei's 代替 低 通 滤波 器 中 的 s, 其 中 的 
exw 是 所 天 的 噩 通 湾流 器 的 截止 频率 。 

比如 有 一 个 归 一 化 的 一 阶 巴 特 话 斯 滤波 器 ; 


FR (7-2) 
+ 十] 


在 用 wei's 代替 上 式 中 的 * 之 后 ,就 得 到 截止 频率 等 于 we 的 高 通 滤波 器 ， 


] 站: 
mr 十 1 -mc 十 : 


下 面 验证 这 个 高 通 滤 波 器 。 在 直流 情况 下 ,s= 二 0==0, 所 以 , 式 (7-3) 中 的 高 通 涝 波 
器 的 增益 等 于 零 。 当 频率 为 无 穷 大 时 ,s 二 j==, 因 此 , 式 (7-3) 中 的 we 可 以 略 去 ,增益 就 
等 于 1。 当 频 率 等 于 me 时 ,= 一 jac。 把 它 代 人 式 (7?-3) 之 后 ,就 得 到 滤波 器 的 增益 等 于 
0. 707。 所 以 ,这 个 滤波 器 确实 是 所 需要 的 高 通 让 波 器 ， 

3. 刁 通 转换 成 带 通 

市 通 滤波 带 的 设计 目标 是 ww 和 wr, 其 中 ,ow 为 带 通 滤波 器 的 中 心 频率 ,ws 为 通 带 的 
宽度 。 当 把 归 一 化 的 低 通 滤波 器 转换 成 带 通 滤波 器 的 时 候 ,ar: 对 应 于 原来 归 一 化 滤波 
器 的 零 频 ,而 通 带 的 两 个 端点 频率 wy 和 wm 对 应 于 归 一 化 滤波 器 的 截止 频率 ,而 且 , 带 
通 让 该 符 的 通 带 中 心 频率 应 该 是 通 带 的 两 个 端点 频率 的 比例 中 项 ,这 就 是 由 一 mm。 

把 归 一 化 的 低 通 滤波 器 转换 成 带 通 滤波 器 的 方法 ,就 是 用 (下 十 虹 )Afsaa) 代 赫 归 
一 化 滤波 器 传递 函数 中 的 s, 这 可 以 写 为 ， 


Hw, ts)=HI( 


Huts) = 


十 og 
oe ) (7-4) 
Hp 
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其 中 ,Hts) 为 归 一 化 滤波 器 的 传递 函数 , Hi (s) 为 我 们 想 要 的 带 通 滤波 器 的 传递 函数 。 

我 们 仍然 用 式 (7-2) 中 的 一 阶 巴 特 沃 斯 滤波 器 的 传递 唤 数 作为 归 一 化 滤波 器 的 传 
递 函 数 。 在 使 用 了 式 47-4) 中 的 变量 代 换 之 后 , 式 47-2) 就 变 为 我 们 所 要 的 带 通 让 波 器 
的 传递 函数 ， 


Hse(s) = de (7-5) 


下 面 验证 式 47-5) 频 率 变换 的 正确 性 ， 首 先 验证 中 心 频率 wc 。 为 此 ,只 需 将 juc 代 
苦 式 (7-5) 中 的 s。 代 人 之 后 , 式 (7-5) 变 为 ; 
四 Jeuw cup 到 
| 一 呈 juco 二 中 一 
上 式 指 出 带 通 滤波 兢 中 心 频 率 wc 处 的 增益 为 1， 这 就 是 说 ,我 们 确实 把 归 一 化 滤 
波 髓 的 直流 增益 搬移 到 了 带 通 滤波 器 的 中 心 频率 we 处， 
在 验证 滤波 器 通 带 的 时 候 , 先 要 计算 出 带 通 涉 波 器 的 高 低 截 止 频率 。 根 据 wx 与 通 
带 两 足 截 止 频 率 之 间 的 比例 中 项 关系 ,可 以 计算 出 通 带 的 高 低 截 止 频 率 ， 
w= 十 4of 士 op) (7-6) 


为 了 便于 说 明 ,我 们 使 用 具体 的 数据 。 比 如 ,需要 的 带 通 滤波 器 的 通 带 中 心 频率 
wr 二 100, 通 带 的 带宽 wn = 10, 因此 ,由 式 (7-6) 可 以 计算 出 通 带 的 高 低 截 止 频 率 ;w 一 
105. 125,0n 一 95. 125 。 
首先 验证 凡是 通 带 的 低 端 频率 。 把 s==jow ==j95. 125 代入 式 (7-5) 中 ,同时 也 要 把 
we 王 100 和 we 三 10 一 起 代入 式 (7-5) 中 。 代 入 之 后 ,得 到 通 带 低 端 频率 处 的 增益 ， 
st ij95.125X10 
于 |- 一 9048.75 十 j95. 125X10 十 10 000 


一 le 
951. 25 十 j951, 25 


=0.707745° 

所 以 ,滤波 器 通 带 低 端 频率 处 的 增益 为 0. 707( 或 一 3 dB) ,确实 等 于 归 一 化 低 通 滤 波 器 
截止 频率 处 的 增益 。 

如 果 把 通 带 高 端的 频率 值 wn 二 105. 125 代 人 式 (7-5), 可 以 得 到 同样 的 结果 。 所 
以 , 式 47-4) 的 频率 变换 是 正确 的 。 

由 式 (7-4) 和 式 (7-5) 还 可 以 看 出 , 带 通 滤波 器 的 阶 数 是 低 通 滤波 器 的 两 倍 。 此 
外 ,把 归 一 化 的 低 通 滤波 器 转换 成 带 阻 滤波 器 的 方法 是 相似 的 。 最 后 ,我 们 把 几 种 频 
率 变 换 的 公式 列 在 表 7-1 中 。 
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表 7-1 滤波 器 频率 变换 公式 四 
一 一 一 风 


变换 方式 5 
。 频带 伸 纺 rs “| wr: 低 通 截止 频率 
低 通 变 高 通 oj | wc: 高 通 截 止 频 率 
低 通 变 带 通 (n+) (sm) -rs wmc: 通 带 中 心 频率 。wn: 通 带宽 度 
低 通 变 带 阻 (sn) /Cs ot )—»s ar; 阻 带 中心 颍 率 。mn: 阻 带宽 度 


7.2 数字 滤波 冀 的 实现 


数字 滤波 器 的 实现 是 指 用 框图 的 形式 表示 离散 系统 中 各 序列 之 间 的 计算 关系 。 
框图 中 通常 包含 延迟 .乘法 和 加 法 等 操作 。 在 计算 离 藤 系 统 时 域 输出 的 时 候 , 一 般 部 
要 使 用 实现 框图 。 框图 的 结构 分 为 直接 形式 .串联 形式 和 并 联 形 式 。 下 面 分 别 仁 述 这 
些 不 同 的 实现 形式 。 


7.2.1 直接 形式 


一 个 离 若 系统 的 差分 方程 一 般 可 以 写成 式 (5-147 的 形式 。 我 们 把 式 55- 到 7 分 汶 
关于 zt 和 关于 y(n) 的 两 部 分 ,并 用 wln) 表 示 关 于 x(n) 的 那 部 分 。 因 而 , 式 (5-14) 
可 以 改写 为 : 

wn) = rn Th rn—1)+ brtn—k) 
yn yn — aytn— 2 ea y(n—m) 

我 们 把 式 (7-7) 中 关于 zx(n) 的 等 式 画 成 图 7-3 左边 的 样子 ,再 把 式 (7-7) 中 关于 
2 的 等 式 画 成 图 7-3 右边 的 样子 。 它 们 之 间 用 win) 来 联系 。 图 7-3 的 框图 实现 叫 
做 直接 形式 

根据 线性 系统 的 可 交换 性 ,我 们 把 图 7-3 的 左右 两 半 变 搞 位 置 。 这 样 变 换 之 后 ， 
图 7-3 的 左 石 两 半 中 那些 对 应 的 单位 延 返 = 上 的 数据 是 完全 一 样 的 。 因 此 ,这 些 单 
位 延迟 可 以 两 两 合并 起 来 。 经 过 合并 之 后 的 样子 如 图 ?7-4 所 示 , 图 中 的 实现 框图 叫做 
直接 形式 上。 直接 形式 上 比 直 接 形式 ] 少 用 了 一 半 的 延迟 单元 ， 因此 减少 了 存储 量 和 
移 位 操作 。 

上 面 的 直接 形式 工 和 直接 形式 开 的 框图 缩 构 是 从 差分 方程 47-7) 导 出 的 ,但 也 可 
以 从 传递 函数 导出 。 我 们 以 直接 形式 开 为 例 来 说 明 。 比 如 有 一 个 传递 函数 ， 

YE) _ 1. 0 十 0 Sx™ 


(7-7) 


N(x) 1 0—1 Be to de (7-8) 

对 式 47-8) 两 边 同 时 乘 以 于 (=) ,并 令 ， 
Xx) z 
WT OT To Sw) 


对 去 (7-9) 去 分 母 和 移 项 后 , 变 为 : 


图 7-3 离散 系统 的 一 种 实现 形式 ; 图 7-4 离散 系统 的 另 一 种 实现 形式 ， 


直接 形式 1 直接 形式 [[ ,其 中 ,km 
Vz)= A(z)]1. Be V(r)—0. ge V(x) (7-10) 
国 而 ,7-8) 中 的 Y(#) 可 表示 为 : 
Ys)= Va) tl 0 十 和 Sr ‘}=V(z)t0. 5e V(r) (7-11) 


也 可 以 号 出 与 式 (?-10) 和 式 (7-11) 对 应 的 差分 方程 组 : 
让 和 一 区 (十 1. Bvtn—1)—0. 9v(n—27 
所 一 下) 十 和 50 一 |) 
利用 式 (7-10) 和 式 (7-11) 或 者 利用 式 (7-12) ,就 可 以 画 出 式 (7-8) 所 表示 的 离散 
系统 的 直接 形式 [的 实现 框图 ,如 图 7-5 所 示 。 图 7-5 中 ,信和 号 的 时 域 表示 和 z 变换 表 
示 是 等 价 的 ,比如 ,时 域 的 x(n 一 2) 等 价 于 z 变换 的 x， 六 (x)， 


Mz) Wz) Vz) 


(7=12) 


图 7-5 离散 系统 的 直接 形式 厂 的 实现 框图 
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E :i 上 上 
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7. 2.2 串联 形式 


当 离 散 系统 传递 函数 的 分 子 与 分 母 可 以 分 解 为 因 式 连 乘 的 时 候 , 系 统 的 框图 实现 
可 以 画 成 串联 形式 的 样子 。 我 们 用 一 个 具体 的 传递 函数 来 说 明 ， 


假设 这 个 传递 函数 是 ; 
Sy 一 和 Se YEE+TO. Oe ) , (1 十 1. 98s ' 二 1.0z *) 
寺中 容 (1 二 0. 35z ) (1 一 1. 2z +0. 5 *)(1—1. 85z 二 +0. 9 “) 


《7 -3 
这 个 传递 函数 包含 一 个 常数 增益 项 3. 2, 两 个 单位 延迟 = ,4 个 零点 和 5 个 极点 。 
为 了 方便 串联 形式 的 实现 ,我 们 把 式 (7-13) 中 的 2 个 分 式 配 对 成 3 个 分 式 ; 


(1 一 0.5z-D (10.9z71) _, (1+l.98z 二]. 0z’) 
(1+0. 3521) " (1—1. 2 +0. S52) (l—1. 85z (0, 9 “) 


(7-14) 

从 式 (7-14) 来 看 ,这 个 传递 函数 可 以 用 一 个 一 阶 环节 和 两 个 二 阶 环 节 来 实现 。 具 

体 的 实现 框图 画 在 图 7-6 中 。 图 中 的 顺序 与 传递 函数 中 的 顺序 相同 ,每 一 个 环节 都 是 
用 直接 形式 [实现 的 。 


H(z)=3.2X2 


图 7-6 离散 系统 的 一 种 实现 形式 一 一 申 联 形式 


7.2.3 并 联 形式 


当 离 散 系 统 的 传递 函数 可 以 分 解 为 看 干 个 分 式 之 和 的 时 候 , 系 统 的 框图 实现 可 以 
画 成 并 联 的 形式 。 比 如 有 一 个 传递 消 数 ， 
2 一 3 十 = 


Hn ge Mls “下 
我 们 用 部 分 分 式 法 来 分 解 式 (7-15) ,首先 把 式 (7-15) 的 右边 变 为 两 个 分 式 之 和 
A B+ Cx | 
Hm ee 


将 式 (7-16) 的 右边 通 分 , 青 把 通 分 之 后 的 分 子 与 式 (7-15) 的 分 于 进行 比较 ,就 可 计 
算出 ， 
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过 一 0 75 
本 2 (7-17) 
et 1 5 
所 以 , 式 (7-16) 变 为 ， 
0.7 .区 人 一 有 
A Wad 


式 (7-18) 可 以 方便 地 用 并 联 形 式 来 实现 ,如 图 7-7 所 示 。 图 中 的 框图 分 为 上 下 两 
条 支 路 ,分 别 实现 了 传递 函数 (7-18) 的 前 后 两 个 分 式 。 


图 7-7 离散 系统 的 一 种 实现 形式 一 一 并 联 形式 
图 7-7 中 的 并 联 形式 可 以 对 应 于 下 面 的 差分 方程 组 ， 
vn) =0. 75r(n)+0. Bv(n—1) 
wn)=], 257(0) wn—1)—0. 5w(n—2) 
uln) = n) — wl nO—1) 
yn) =vn) +win) 


/3 IR 滤波 器 设计 


在 讨论 数字 滤波 器 设计 之 前 ,首先 对 FIR 滤波 器 和 IIR 滤波 器 的 特点 做 一 个 简要 
的 比较 。 

FIR 滤波 器 的 优点 是 它 的 线性 相 移 和 无 条 件 稳定 性 ,而 IIR 的 优点 是 结构 比较 简 
单 。 一 般 来 说 ,如 果 对 所 设计 的 滤波 器 有 线性 相 移 的 要 求 , 那 就 要 用 FIR 滤波 髓 。 如 
采 不 要 求 线性 相称 ,那么 IIR 和 FIR 这 两 种 滤波 器 都 可 以 使 用 . 但 在 相同 的 计算 复杂 
性 的 前 提 下 ,IIR 滤波 器 有 比较 好 的 过 渡 带 和 阻 带 特 性 ， 究竟 选择 哪 一 种 滤波 器 ,主要 
取决 于 所 要 求 的 频率 特性 以 及 可 用 的 资源 . 


(7Y-19) 


0 同 : 论 坛 电 沽 工程 
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IIR 小 所 设计 的 第 一 步 是 根据 数字 渡 小 锋 的 设计 要 来 ， 确定 相应 的 模拟 滤波 器 
的 传递 函数 。 这 主要 包括 确定 滤波 器 的 类 型 (是 巴特 沃 斯 滤波 器 还 是 切 比 雪夫 滤波 种 
等) 和 阶 数 。 所 以 ,第 一 步 所 做 的 是 一 个 核查 图 表 的 过 程 。 在 确定 了 模拟 滤波 器 的 传 
递 函 数 之 后 , 接 下 来 要 做 的 是 把 模拟 滤波 器 的 传递 函数 转换 成 数字 滤波 器 的 传递 铺 
数 ， 这 种 转换 有 若干 种 方法 。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 叙述 两 种 转换 方法 :单位 冲击 不 变 
性 和 双 线 性 变换 。 


单位 冲击 不 变性 的 设计 目标 是 使 设计 出 的 数字 滤波 器 的 单位 冲击 啊 应 h(n) 与 对 

应 的 模拟 滤波 器 的 单位 冲击 响应 的 采样 值 h,(m) 完 全 一 样 。 这 可 以 表示 为 ; 
hin)=h,.(n) n=0,1,2" (7-20) 
其 中 ,h(n) 是 模拟 滤波 器 的 冲击 响应 六 (被 采样 后 得 到 的 离散 序列 。 

应 该 说 ,这 是 一 个 比较 简单 的 设计 方法 。 但 由 于 模拟 滤波 器 一 般 表 示 为 以 :为 目 
变量 的 传递 函数 ,因此 ,这 种 设计 方法 的 一 个 难点 是 如 何 把 连续 时 域 中 的 传递 函数 转 
换 成 连续 时 域 中 的 单位 冲击 响应 。 如 果 传 递 函 数 比 较 简 单 , 这 种 转换 就 比较 简单 。 比 
如 ,我 们 已 经 通过 图 表 和 恰当 的 频率 变换 找到 了 下 面 的 模拟 滤波 器 传递 函数 ; 


H.(s) = 二 5 十 -TE (7-21) 


它 的 两 个 极点 分 别 在 := 一 2 和 := 一 一 5, 所 以 具有 低 通 滤波 的 效应 。 把 这 个 传递 函数 转 
换 成 单位 冲击 响应 是 比较 简单 的 ,因为 由 查 表 可 知 , 式 (7-21) 中 的 两 个 分 式 各 自 对 应 
一 个 台 减 的 指数 信号: 


[Ha (5) = sha (D =3e 


IHz(s)= Ee eh (和 一 5e 


所 以 ,模拟 滤波 器 的 总 的 单位 冲击 响应 是 : 
h(t =e *+TSe 
对 这 个 连续 时 域 的 单位 冲击 响应 进行 采样 之 后 就 可 得 到 ， 
hin)=h, (=e “+e ™ n=O (7-22) 
其 中 ,TT 为 数字 滤波 器 的 采样 周期 ,而 (nm) 就 是 我 们 所 需要 的 数字 滤波 器 的 单位 冲击 
响应 。 
式 (7-22) 的 数字 滤波 器 的 单位 冲击 响应 是 无 限 长 的 。 我 们 对 它 取 z 变换; 
H(z) = y (eT 二 Se) =3> (ele)™ 站 > (Ere)™ 《7-23) 


式 (7-23) 中 的 两 个 连 加 运 竺 是 两 个 等 比 级 数 ,只 要 在 收敛 域内 就 可 以 化 简 为 两 个 
分 式 。 对 照例 4-3, 在 |z| 二 e "(因为 e ”>>e 7) 的 范围 内 , 式 (7-23) 可 以 化 简 为 两 个 
分 式 之 和 ， 
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式 (?-24) 就 是 用 单位 冲击 不 变性 的 设计 方法 得 出 的 数字 滤波 器 的 传递 函数 。 我 
们 可 以 容易 地 由 这 个 传递 函数 画 出 实现 框图 ,如 图 7-8 所 示 。 另 外 , 式 (7-21) 中 s 平 面 
内 的 两 个 极点 ;二 一 2 和 :一 一 5 现在 变换 成 了 式 (7-24) 中 z 平 面 内 的 两 个 极点 z= 二 e- 
和 z= 二 =e ”“。 由 于 T0, 这 两 个 极点 都 在 单位 圆 内 ,因此 ,这 个 数字 滤波 器 是 稳定 的 。 
而 且 , 由 于 两 个 极点 都 在 单位 圆 内 的 正 实 轴 上 ,所 以 ,这 个 数字 滤波 器 也 一 定 表现 为 低 
通 滤 波 的 特性 。 


Xn) 天 A MN 


中 一 


但 是 ,对 式 (7-21) 稍 加 注意 就 会 发 
焉 ,因为 这 个 模拟 泪 波 器 的 两 个 极点 分 
别 位 于 :一 一 2 和 :一 一 5, 所 以 , 它 的 幅 频 
响应 虽然 随 着 频率 的 增加 而 逐渐 衰减 ， 
但 永远 不 等 于 零 。 对 这 样 一 个 连续 时 
域 滤波 器 的 冲击 响应 进行 采样 ,一 定 会 
产生 频率 混 琶 。 下 一 节 要 投 述 的 双 线 


: 性 变换 的 设计 方法 可 以 避免 这 种 频率 
图 7-8 单位 冲击 不 变性 设计 的 并 联 实现 混 亚 ， 


7.3.2 双 线 性 变换 


双 线 性 变换 是 指 通过 一 个 双 线 性 变换 式 ,把 * 域 上 的 传递 函数 转变 成 = 域 上 的 传 
递 函 数 。 我 们 主要 人 氨 述 低 通 滤波 器 的 变换 过 程 ; 对 于 高 通 和 带 通 滤波 器 的 情况 ,只 需 
增加 一 次 * 域 或 = 域 上 的 频率 变换 (参考 文献 4 中 的 4.7 节令 述 了 离散 时 域 中 的 频率 
转换 )， 

双 线 性 变换 的 设计 方法 分 3 步 完 成 。 第 一 
步 , 找 出 归 一 化 模拟 滤波 器 的 传递 函数 。 第 二 步 ， 
把 归 一 化 模拟 滤波 器 的 截止 频率 按 比例 扩展 到 数 “ 回 
字 滤 波 器 的 截止 频率 上 。 第 三 步 ,利用 双 线 性 变 加 ER 
换 把 频率 扩展 后 的 模拟 滤波 英 从 * 域 变换 到 > “0 ~ (ji 
域 ,由 此 得 到 所 需 的 数字 滤波 器 的 传递 函数 | | 

双 线 性 变换 的 设计 方法 避免 了 7.3.1 节 单 位 
冲击 不 变性 设计 中 的 频率 混 释 现象 。 它 的 做 法 
是 ,首先 把 模拟 滤波 器 从 0 到 co 的 频率 范围 压缩 
到 数字 滤波 器 从 0 到 usy2 的 频率 范围 ,如 图 7-9 
所 示 。 图 7-9a 是 模拟 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 , 它 数字 截止 频率 
的 频率 范围 非常 宽 ,可 以 延伸 到 无 穷 大 。 图 7-9b 让 7_6 把 模拟 滩 波 器 的 频率 范围 讨 
态 相 应 的 数字 滤波 器 的 幅 频 响应 , 它 把 模拟 滤波 久 到 数字 滤波 器 的 频率 范围 


: 模拟 截止 频率 
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器 的 全 部 频率 范围 压缩 到 了 [0,ws/2j。 与 此 同时 ,模拟 滤波 器 的 截止 频率 也 映射 到 了 


数字 滤波 器 的 截止 频率 上 ， 
上 面 这 个 频率 压缩 和 映射 是 依靠 下 面 的 双 线 性 变 失 完 成 的 ; 
;=C 1 ; (7-25) 


其 中 的 己 是 待定 常数 ,也 是 我 们 要 确定 的 设计 参数 .。 
从 式 (7-25) 可 以 看 出 ,z 平 面 内 的 一 1 映射 到 了 s 平面 肉 的 "一 0, 这 是 数字 滤波 
器 与 模拟 滤波 器 在 零 频 (直流 ) 特 性 上 的 映射 。 男 外 ,zz 平面 内 的 复数 点 z= 一 1 映射 到 
了 ss 平面 内 的 二 3°, 这 是 数字 滤波 器 的 ws/2 频率 点 与 模拟 滤波 器 的 无 穷 大 频率 点 之 
间 的 特性 映射 。 在 这 两 对 频率 端点 之 间 的 每 一 个 频率 点 也 都 是 一 对 一 映射 的 。 比 如 ， 
z 平 面 单位 贺 上 的 = 一 后? 表示 数字 滤波 器 的 等 于 采样 频率 1/4 的 频率 点 ;通过 式 
(7-25) 得 到 s 平面 内 的 点 是 :=G。 这 个 :点 位 于 虚 轴 上 ,所 以 对 应 模拟 被 波 器 的 一 个 
频率 点 ,但 具体 的 频率 值 将 由 常数 C 确定 。 
所 以 , 双 钱 性 变换 的 基本 原理 是 , 式 47-25) 双 线性 变换 式 中 的 分 式 保 证 了 模拟 不 
波 器 与 数字 江波 器 在 它们 的 全 部 频率 响应 范围 内 的 映射 关系 ,而 符 定 常数 CC 则 确定 了 
两 个 频率 范围 内 的 两 个 特定 频率 点 之 间 的 上 映射 关系 。 对 于 滤波 器 来 说 ,这 个 特定 频率 
点 就 是 截止 频率 。 
我 们 来 确定 常数 C。 由 于 C 规定 了 两 类 滤波 器 在 两 个 频率 点 上 的 相互 映射 ,必须 
把 式 (7-25) 的 两 边 都 转化 为 频率 的 形式 。 这 就 是 , 式 (7-25) 中 的 s 用 jw, 代替 ,z 用 
exp(jw 了 代替 [根据 式 (5-29)]。 然 后 ;再 对 式 (7-25) 右 边 的 分 子 与 分 母 同时 乘 以 
exp(jwT/2)。 这 个 演算 过 程 可 以 写 为 ; 
EL 
I Fem © em te mn 
其 中 ,w, 为 模拟 滤波 器 的 一 个 频率 点 ,w 为 数字 滤波 器 的 一 个 与 w, 对 应 的 频率 点 。 
对 式 47-26) 右 边 使 用 欧 拉 恒等式 代 换 之 后 ,可 以 得 到 ， 
wh =C tan(wT/2) (7-27) 


(i-thb) 


或 者 写 为 ， 
C=ocot(wT 2) 7-28) 
由 式 47-27) 和 式 (7-28) 可 知 , 它 们 仍然 保持 了 两 类 滤波 器 之 问 的 正确 的 频率 映射 
关系 。 现 在 令 ow 为 模拟 滤波 器 的 截止 频率 ,w 为 数字 滤波 器 的 规 止 频率 ,就 可 以 确定 套 
数 C, 因 而 就 确定 了 双 线 性 变换 式 。 一旦 有 了 双 线 性 变换 式 , 就 不 难 把 模拟 滤波 器 的 传 
递 冰 数 变换 成 数字 汪 波 器 的 传递 函数 。 
下 面 通 过 一 个 例子 来 具体 说 明 双 线性 变换 的 设计 过 程 。 


例 7-1 设计 一 个 一 阶 数字 低 通 滤波 器 ,要 求 低 通 截止 频率 乒 一 500 Hz。 数 字 滤 波 器 的 采 
样 频率 上 户 =4000 Hz。 
通过 查 表 可 以 得 到 归 一 化 一 阶 巴特 沃 斯 模拟 滤波 器 的 传递 函数 ; 
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HO = (7-29) 
首先 把 归 一 化 的 截止 频率 扩展 到 等 于 数字 滤波 器 的 截止 频率 500 Hz。 这 可 以 用 变量 代 搞 ， 
eh (7-30) 


we 2njfe lO00x 
把 上 式 代 入 式 (7-29) 中 的 5 之 后 ;可 以 得 到 ， 


His)= 1000r 


5 十 1000r 
现在 来 确定 常数 C，。 这 可 以 用 式 (7-28) 来 计算 ， 

C=weot( 骂 )=1000rXeot (0 
所 以 , 观 线性 变换 式 (7-257 变 为 ， 


《7 -31 


一 /98 


:一 7582 二 二 一 1 


把 上 式 代 人 式 (7-31) 之 后 ,就 得 到 所 需 的 数字 滤波 器 的 传递 函数 ， 


_ 1000x(1 十 >-1) _0.2929(1 十 si 
ET 人 


Im 在 完成 了 滤波 器 设计 之 后 ,我 们 来 验证 这 个 数字 滤波 
| z el 丹 ， 首先 , 令 z=1, 得 到 直流 增益 等 于 1 然后 , 令 = 一 一 ], 得 
站 到 折 克 频率 处 的 增益 等 于 零 。 所 以 ,作为 一 个 低 通 滤波 器 ， 


\ 在 频率 范围 的 两 个 端点 上 的 响应 是 正确 的 。 在 验证 滤波 器 

Re 截止 频率 的 时 候 , 我 们 可 以 借助 图 7-10 的 零 极点 图 解法 ， 图 

| 7-10 中 的 x 二 exptjn/4) 对 应 于 数字 站 波 器 的 500 Hz 的 频率 

| 点 。 图 中 还 标 出 了 数字 滤波 器 的 一 个 零点 位 于 二 一 1, 一 

一 十 一 个 极点 位 于 与 二 0, 4142。 通 过 简单 的 几何 计算 可 以 知道 ,从 

图 7-10 用 零 极点 图 验证 数字 零点 到 信号 正 率 点 * 一 exp(jx/4) 的 舌 量 上 的 长 度 为 1. 848， 

过 波 器 的 截止 频率 从 极点 二 到 信号 频率 点 ==expfjn/d) 的 矢量 上 的 长 度 为 

0.765。 所 以 , 当 频 率 等 于 500 Hz 时 这 个 数字 滤波 器 的 增益 

为 0.2929X1. 848 一 0. 765 一 0. 707, 也 就 是 一 3 dB。 因 此 ,所 设计 的 滤波 器 在 3 个 主要 频率 点 上 的 
增益 是 正确 的 ,应 该 是 我 们 所 需要 的 。 


7.4 FIR 滤波 器 设计 

FIR 滤波 器 最 有 用 的 特点 是 它 的 线性 相位 特性 . 因此 ,在 叙述 FIR 滤波 器 设计 之 
前 ; 先 讨论 线性 相位 特性 的 会 广 ， 
7. 4. 1 线性 相位 


线性 相位 是 指 不 同 频率 的 正 余弦 信号 在 通过 一 个 系统 或 滤波 器 之 后 发 生 的 相 移 
是 与 信号 的 频率 成 正比 的 。 为 了 说 明 线性 相位 的 优点 ,我 们 来 看 图 7-11 中 的 这 个 例 
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子 。 图 中 画 成 了 连续 时 域 的 波形 ,但 应 该 看 作 离 敬 时 域 的 情况 。 


< 一 20m 一 | 一 20m 一 


(a) 输入 信号 。(b) 非 线性 相位 输出 {e) 线性 相位 输出 
图 7-11 线性 相位 与 非 线性 相位 的 输出 波形 比较 


妈 7-11 中 的 输 人 信号 由 两 个 余弦 分 量 组 成 ,它们 的 频率 分 别 为 100 Hz 和 
200 再 z, 如 图 7-11a 所 示 。 又 假设 这 两 个 频率 分 量 都 在 滤波 器 的 通 带 之 内 ,所 以 它们 
经 过 滤波 更 后 的 幅度 都 没有 变化 ,但 相位 是 一 定 有 变化 的 。 现 在 假设 这 两 个 分 其 的 相 
位 都 被 延迟 了 90《【( 这 就 不 是 线性 相位 )。 延 迟 90 "就 是 延迟 了 两 个 余弦 分 量 各 自 周期 
的 1/4。 所 以 ,频率 等 于 100 Hz 的 分 量 被 延迟 了 2. 5 ms, 而 频率 等 于 200 Hz 的 分 量 被 
延迟 了 1. 25 ms。 由 于 通过 滤波 器 的 延迟 时 间 不 同 , 所 以 到 加 后 的 输出 信和 号 的 形状 一 
定 与 原来 的 输入 信号 不 同 , 这 就 是 图 7-11b 的 情况 。 

现在 假定 相位 延迟 与 频率 成 正比 ,比如 ,100 Hz 和 200 Hz 这 两 个 分 量 的 相位 延迟 
依次 为 90 和 180“( 这 就 是 线性 相位 ) ,如 图 7-11lec 上 面 的 两 个 波形 所 示 。 国 此 ,这 两 个 
分 量 通 过 滤波 器 的 时 间 延 迟 都 等 于 2.5 ms, 它 们 又 加 后 的 输出 信和 号 就 与 输入 信号 完全 
一 样 , 这 就 是 图 7-1lc 下 面 的 波形 ,虽然 在 时 间 上 有 一 些 延 迟 。 因 此 , 煞 性 相位 的 优点 
是 保证 一 个 由 多 个 频率 分 且 组 成 的 信和 号 在 通过 滤波 器 之 后 ,信号 的 波形 不 发 生 改 变 ，。 

那么 ,FIR 滤波 器 是 如 何 保 证 线性 相位 的 呢 ? 这 很 简单 ,只 要 滤波 器 的 系统 冲击 响 
应 是 对 称 的 。 这 个 对 称 性 可 以 是 偶 对 称 ,也 可 以 是 奇 对 称 。 

在 讨论 冲击 响应 的 偶 对 称 和 奇 对 称 之 前 ,我 们 先 来 说 明 FIR 滤波 器 冲击 响应 的 另 
一 个 需要 考虑 的 参数 :冲击 响应 样 点 数 的 奇偶 性 ， 奇 数 样 点 和 侦 数 样 点 的 差别 示 于 图 
7-12 中 ,而 图 中 的 冲击 响应 又 是 偶 对 称 的 。 对 于 奇 对 称 的 冲击 响应 ,也 存在 奇数 样 点 
和 偶数 样 点 两 种 情况 。 

图 7-12a 中 的 冲击 响应 共有 7 个 样 点 ,属于 奇数 样 点 冲击 响应 的 情况 。 它 的 特点 
是 冲击 响应 的 中 心 是 一 个 样 点 ,比如 图 7-12a 中 冲击 响应 的 第 4 个 样 点 。 其 结果 是 ,这 
样 的 滤波 器 的 延迟 等 于 整数 个 样 点 时 间 。 比 如 ,图 7-12a 中 所 示 的 FIR 滤波 器 的 延迟 
为 3 个 样 点 时 间 。 

注意 ;线性 相称 FIR 滤波 器 的 时 间 迁 退 为 从 冲击 响应 的 第 一 个 样 点 到 中 心 样 点 


tisr 启 源 ， 的 Lo 涧 工 程 是 
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图 7-12b 为 偶数 样 点 种 击 啊 应 的 情况 。 冲击 响应 的 对 称 中 心 位 于 两 个 样 点 之 间 。 
所 以 ,这 种 滤波 器 的 延迟 不 是 整数 个 样 点 时 间 , 而 是 包含 了 半 个 样 点 时 间 的 延 壕 , 比 如 
7-12b 中 的 延迟 为 3.5 个 样 点 时 间 。 除 了 延迟 时 间 之 外 ,奇数 样 点 和 偶数 样 点 滤波 器 在 
频率 啊 应 方面 没有 太太 的 差别 。 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 使 用 奇数 样 点 的 冲击 响应 。 


htn) jj 中心 样 点 hn) 中 心 不 是 样 点 


0 2 | 二 6G 0 
(a) 奇数 样 点 的 神 击 响应 tb) 偶数 样 点 的 神 击 响应 
图 7-12 FIR 滤波 瞧 的 神 击 响应 长 度 分 为 奇数 样 点 和 偶数 样 点 两 种 


我 们 先 举 一 个 侦 对 称 冲 击 响 应 的 例子 。 比 如 ,有 一 个 FIR 滤波 器 的 冲击 响应 只 有 
3 个 样 友 :A(0) 二 0. 5,401) 二 1.0,h(2) 二 0. 5。 这 个 神 击 响应 中 的 (0) 和 有 h(2) 是 关于 
ht1) 偶 对 称 的 ,所 以 ,这 个 冲击 响应 是 偶 对 称 的 。 


这 个 FIR 滤波 器 的 传递 函数 可 以 写 为 ， 
H(z)=0, 5+2e !+0, 5e (7-33) 
根据 式 (5-29) ,这 个 滤波 器 的 频率 响应 为 ， 
Hie”}=0.5+e 0. Se i (7-34) 


对 上 式 右 边 提出 公 因 子 e ,再 利用 欧 拉 恒等式 把 第 一 项 与 第 三 项 合并 成 一 个 余 
强 明 数 , 得 到 ， 
H(ie”)=e > (+eos wT) (7-35) 
从 上 式 可 知 ,滤波 器 的 幅 频 响 应 等 于 
(1 十 coswT), 相 频 响应 等 于 一 wT。 因 为 工 
” 疫 林 样 周期 ,是 一 个 常数 ,所 以 相称 就 与 频 
率 w 成 正比 。 因 此 ,这 个 滤波 器 有 线性 相 
位 的 特性 。 这 个 简单 滤波 器 的 幅度 和 相位 
啊 应 示 于 图 7-13 中 。 从 图 中 可 知 ,这 个 滤 
让 请 有 低 通 效应 。 
对 于 奇 对 称 冲 击 响 应 的 FIR 滤波 器 ， 
ss 可 以 用 相同 的 方法 来 验证 其 线性 相位 。 比 
图 7-13 偶 对 称 冲击 响应 FIR 滤波 器 的 。 如 ,有 一 个 滤波 器 的 冲击 响应 为 ; 
频率 响应 [w= 5 


h(1)=0 (7-36) 
h(2)=—0.5 
这 个 冲击 响应 是 关于 h(1) 奇 对 称 的 。 它 与 上 面 侦 对 称 的 样 点 很 相近 ,只 是 使 
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Ah) 二 0 在 对 称 所 必需 的 ) ,然后 把 (2) 变 成 相反 数 。 
这 个 滤波 器 的 频率 响应 可 以 写 为 ; 


末 (e ) 一 0.5 一 各 5e Pr (7-37) 
对 上 式 右边 提出 公 因子 e ,并 使 用 欧 拉 恒 等 变 换 把 两 项 合并 成 一 个 正 弦 函数 之 后 ， 
得 到 

H(e”)=e esinwT (7-38) 


这 个 滤波 器 的 频率 响应 示 于 图 7-14 中 。 
它 的 幅度 响应 等 于 | sinwT| ,而 相位 响应 由 两 
部 分 组 成 :一 wT 为 线性 相称 部 分 ,rz 为 恒定 
相 移 部 分 。 此 外 , 当 w 过 0 时 ,幅度 响应 中 的 VF \ 
sinwT 会 给 出 一 个 角 号 。 把 这 个 全 号 归 入 /2 -030%s We 0, Ss 
的 恒定 相 移 部 分 之 后 ;使 它 在 w<0 时 变 为 
一 x/2: 如 图 7-14 所 示 。 这 样 ,恒定 相 移 部 分 
对 正 负 频率 分 别 有 x/2 和 一 wi2 的 相称 。 所 
以 , 奇 对 称 冲 击 响 应 的 数字 滤波 器 除了 线性 相 Hi 
位 特性 之 外 ,还 可 以 使 输出 信号 产生 一 个 固定 图 7-14 奇 对 称 冲 击 响 应 FIR 
的 wi2 相 移 。 如 果 滤 波 器 的 冲击 响应 Cn) 选 种 波 器 的 频率 响应 
择 得 恰当 ,可 以 使 这 种 滤波 蓝 变 为 一 种 能 够 产 
生 固 定 wi'2 相 移 的 全 通 滤 波 器 。 这 样 的 滤波 器 在 通信 中 书 做 项 汞 怕 特 变 拉 ,经 常用 来 
产生 一 对 正 交 的 正 余 蕊 信号 。 本 章 讨论 的 是 用 于 让 波 操作 的 滤波 器 设计 ,所 以 我 们 在 
下 面具 讨论 偶 对 称 溃 击 啊 应 滤波 草 的 分 析 与 设计 ， 


7.4.2 窗 销 数 法 


窗 函 数 法 是 最 常用 的 FIR 滤波 器 设计 方法 。 这 种 设计 方法 可 以 分 为 两 个 步 又 。 
首先 计算 出 具有 理想 幅 频 响应 的 FIR 滤波 器 的 单位 冲击 响应 。 这 种 理想 FIR 滤波 器 
有 无 限 长 的 冲击 响应 (这 当然 不 是 FIR 滤波 器 ), 所 以 就 需要 第 二 步 ; 利 用 窗 函 数 把 理 
想 FIR 滤波 器 转变 成 实用 的 FIR 滤波 器 。 这 种 设计 方法 也 因此 被 叫做 窗 函 数 法 。 

1. 理想 滤波 此 

理想 滤波 器 是 窗 函 数 法 FIR 滤波 器 设计 的 起 点 。 我 们 在 这 里 只 讨论 低 通 滤波 器 
的 情况 。 高 通 、 带 通 等 其 他 滤波 器 的 设计 是 与 低 通 滤波 器 完全 一 样 的 。 因 为 在 下 面 可 
以 看 到 ,无论 是 什么 样 的 理想 滤波 器 , 窗 函 数 设 计 方 法 的 第 一 步 都 是 把 滤波 髓 的 幅 频 
特性 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 

理想 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 具有 陡 直 的 通 带 边缘 ,没有 过 渡 带 ,如 图 7-15 所 示 。 图 
中 ,or 为 低 通 截止 频率 ,ws 为 采样 频率 ,下 标 dd 表示" 理 粗 的 ”"。 因 为 数字 滤波 器 的 幅 频 响 
应 是 以 ws 为 "周期 * 的 周期 函数 ,所 以 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 为 了 便于 说 明 , 我 们 把 通 
常 连续 时 域 中 的 周期 信号 画 在 图 7-16 中 ,并 首先 把 时 域 信号 ztt) 展 开 为 傅 里 叶 级 数 ，。 


[Eee 
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图 7-15 理想 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 图 7-16 ”连续 时 域 中 的 一 个 周期 信和 号 


图 ?7-16 中 的 周期 信号 z(t) 的 幅度 等 于 1, 周 期 等 于 T, ,矩形 波 宽度 等 于 2r, 并 以 
纵 坐 标 为 对 称 轴 。 由 于 图 7-16 中 的 xz(7) 是 侦 函 数 ( 图 7-15 中 的 理想 滤波 器 的 幅 频 特 
性 也 是 偶 郴 数 ), 所 以 它 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 一 定 没有 正 纺 项 ， 因 此 ,zti 的 傅 里 时 
级 数 展开 式 可 以 写 为 : 


区 一 加 十 3 20u CO (novot) (17-39) 


其 中 ,w= 二 2x1 Tyo 为 x(0) 的 直流 分 量 ， 2 为 <(D) 的 基 频 和 高 次 谐 波 分 量 的 系数 

为 了 方便 后 面 的 计算 ,我 们 把 式 (7-39) 中 余弦 项 的 系数 写 为 2a,。 因 此 ,这 里 的 a 就 
等 于 式 (1-22) 中 a, 的 一 半 。 在 后 面 计算 系数 a 时 ,要 从 1.4 节 的 相应 的 计算 公式 中 
减 半 ， 

利用 1.4 节 中 的 式 吕 -27) ,可 得 式 (7-39) 中 的 直流 分 量 m 为， 


oo 一 未 起 (7-40) 
由 图 7-16 可 知 , 上 式 中 的 积分 上 下 限 应 该 等 于 + 和 一 r。 因 此 ,a, 为 : 
w 一半] (1.0d 一 条 (7-41) 
利用 1.4 节 中 的 式 (1-26), 式 (7-39) 中 的 基 频 与 各 次 谐 波 分 量 的 系数 a, (注意 a 
要 减 半 ) 为 ， 
au 一 攻 yy Tcos (Cnet) di C7-42) 


同样 ,上 式 SN 证 该 等 于 rt 和 一 rt。 所 以 a, 为， 
4 ] = LL 2 sn (ricow t) 
i = T, | COS (rtwot) df oo T sin (mwot) 下、 (7 -站 3 


上 承 最 右边 包含 正弦 函数 的 那个 分 式 是 一 个 sinc 函数 ,其 中 的 n 是 从 1 开始 递增 的 ， 

现在 可 以 把 图 7-15 中 的 理想 滤波 器 的 幅 频 响应 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 展开 的 方法 
是 把 图 7-15 和 图 7-16 中 的 相应 参数 进行 比 对 。 比 对 之 后 可 以 确定 ,图 7-15 中 的 ww 
对 应 图 7-16 中 的 五 ,图 7-15 中 的 we 对 应 图 7-16 中 的 所 以 ,参照 式 (7-41) ,理想 滤 
疲 冀 的 幅 频 响应 展开 式 中 的 直流 分 量 应 该 有 是， 


ou 一 全 (7-44) 


在 计算 基 频 与 高 次 谐 波 分 量 时 ,我 们 应 该 知道 起 (7-43) 中 的 ow 为 图 7-16 中 的 


A le 电源 工程 是 
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z( 四 的 基 频 , 它 等 于 2x T ,所 以 ,应 该 对 应 图 7-15 中 的 2x/ws 二 T。 这 样 , 基 频 分 其 与 
高 次 谐 波 分 量 的 系数 可 参照 式 (7-43) 计 算 为 ， 


| et (7-45) 
Pe tks mc 
在 参考 了 式 (7-39) 之 后 ,图 7-15 中 的 理想 滤波 器 的 幅 频 响应 可 以 用 aw 和 aw 展 


开 为 : 
| Hi(e)| = aw 二 3 2aucos (nwT) 
在 利用 欧 拉 恒等式 把 余弦 函数 变 为 复 指数 函数 之 后 ,上 式 变 为 ， 
| Hi(e™)|= am 十 1 due™ + ei™T) (7-46) 
显然 , 式 (7-46) 右 边 的 两 个 指数 项 可 以 看 作 z 和 x “在 单位 圆 上 的 求 值 ,因此 可 将 其 改 
写 为 ; 
| Ce | 一 am 十 > dam (2 二 2 ") ] TE (7-47) 


式 (7-47) 中 ,因为 冲击 响应 是 关于 an 眉 对 称 的 ,比如 ,= 与 z “的 系数 都 是 ae ,所 
以 ,这 样 的 滤波 器 的 相位 延迟 一 定 为 零 。 

注意 ;这 个 滤波 器 现在 还 不 是 固 果 性 的 。 美 于 “ 淮 相 性 延迟 "可 以 参阅 式 (7-33)， 
在 那里 ,因为 把 有 (0) 必 为 冲击 响应 的 起 始 样 点 ,所 以 就 有 1 个 样 点 时 间 的 延迟 ,表示 为 
或 (7-35) 中 的 exp( 一 jw 了 项 。 如 果 当 初 把 式 (7-33) 中 的 有 (1) 作为 冲击 响应 的 起 始 样 
点 ,那么 ,在 云 [7-35) 中 就 不 会 出 现 expf 一 jwT) 这 一 项 ,因而 ,频率 响应 中 的 相 移 部 分 
就 全 和 等于零。 但 是 ,那样 的 滤波 器 就 不 是 因果 性 的 。 而 现在 的 等 式 (7-47) 就 是 这 样 的 
一 个 非 因 果 性 的 情 递 函 肯 ， 

由 于 相位 延迟 等 于 零 , 这 个 滤波 器 的 幅 频 响应 就 等 于 它 的 频率 响应 。 因 此, 式 (7- 
47) 左 边 的 取 模 运算 可 以 去 除 , 变 为 ; 


Hw)| ,=at Darte)| (7-48) 
对 式 (7-48) 左 右 两 边 比 较 之 后 ,就 得 到 理想 滤波 器 的 传递 函数 ， 
re (7-49) 


式 (7-49) 可 以 写成 比较 容易 观察 的 形式 ， 
H(#) = age ap Tanst+artans Tape :Fans -ct (7-50) 

由 式 (7-50) ,我 们 可 以 容易 地 得 到 这 个 理想 FIR 滤 淫 疮 的 无 限 长 的 神 击 啊 应 序列 
ha 一 (esveosead 显然 ,有 5) 是非 因果 性 的 。 我 们 把 这 个 冲击 啊 应 序列 的 
二 aa 两 侧 的 那些 样 点 ) 画 在 了 图 7-17 中 。 因 为 式 (7-45) 是 一 个 sinc 函数 ， 
所 以 ,图 7-17 中 的 冲击 序列 样 点 呈现 像 图 1-8 那样 的 sine 函数 形状 。 国 为 式 (7-45) 中 
包含 了 理想 滤波 器 的 截止 频率 wx ,所 以 ,不同 me 的 理想 滤波 器 的 冲击 序列 就 有 不 同 的 
幅度 和 和 不同 的 起 忧 频 度 。 
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图 7-17 由 理想 滤波 器 求 得 的 FIR 滤波 器 有 无 限 长 的 冲击 响应 


由 图 7-17 可 以 看 出 ,理想 数字 滤波 器 的 冲击 响应 h(n), 即 传递 函数 (7-50) 中 的 
系数 ,是 关于 am 偶 对 称 的 。 这 是 我 们 需要 的 。 但 同时 也 发 现 两 个 问题 。 一 个 是 冲击 响 
应 无 限 长 , 男 一 个 是 非 因果 性 。 这 两 个 问题 将 在 下 一 节 讨 论 。 

2， 窗 函数 与 延迟 操作 

解决 上 面 出 现 的 两 个 问题 的 方法 是 窗 函 数 和 延迟 操作 。 首 先 我 们 对 无 限 长 的 冲 
击 啊 应 截取 aw 两 侧 的 主要 部 分 ,抛弃 其 余部 分 。 比 如 ,在 a 两 侧 各 截取 M 项 。 这样 
就 把 整个 冲击 响应 的 长 诬 减 少 到 了 (2M 十 1) 个 样 点 。 然 后 ,再 用 怡 当 的 窗 函 数 对 这 
(2M 十 1 个 样 点 值 进 行 修改 ,以 减少 截取 操作 的 负面 效应 。 

这 种 截取 与 修改 系数 的 操作 ,实际 上 等 同 于 用 一 个 窗 函 数 去 乘 这 个 无 限 长 的 冲击 
啊 应 。 我 们 知道 ,两 个 时 域 信 号 的 乘积 的 频谱 等 于 这 两 个 时 域 信和 号 的 频谱 的 卷 积 。 这 
就 古 说 , 衔 阔 数 的 频率 特性 直接 影响 到 截取 后 滤波 器 的 频率 特性 。 所 以 , 窗 函 数 的 选 
拌 是 很 重要 的 。 简单 截 取 的 做 法 等 同 于 使 用 矩形 窗 去 截取 , 而 矩形 窗 的 边缘 是 陡 直 
的 ,所 以 它 对 访 波 器 频谱 的 影响 会 非常 大 。 我 们 一 般 选 择 那 些 两 端 缓 慢 变 小 的 窗 范 
数 , 其 中 最 常用 的 有 汉 宁 窗 、 汉 明 窗 和 布莱克 曼 答 等 。 这 些 窗 函 数 的 形状 和 表达 式 可 
参阅 第 9 章 的 图 9-11, 式 (9-56) , 式 (9-60) , 式 (9-67) 和 式 (9-70)。 我 们 将 在 第 9 音 比 
较 详细 地 描述 这 些 窗 函 数 . 

在 施加 恰当 的 窗 函 数 以 完成 截取 之 后 , 式 (7-49) 和 式 (7-50) 中 的 理想 滤波 器 的 传 
递 明 数 就 只 包 合 下 面 的 (21M 十 1) 项 ， 


H.(x) = mt Dale te ) (7-51) 


现在 ， 再 把 这 个 截取 后 的 传递 函数 变 为 因果 性 的 。 这 就 是 用 =“ 去 磁 传 递 函 数 中 
的 每 一 项 ,使 传递 函数 的 每 一 项 都 延迟 M 个 样 点 时 间 。 这 样 之 后 ， 就 得 到 我 们 粗 要 的 
FIR 滤波 器 的 传递 函数 ， 

H(z) 二 a "tT 2 dal | ee (7-52) 
这 个 FIR 滤波 般 也 可 以 写成 比较 容易 观察 的 形式 ， 
H(z) = awt+awis :+as i +az "ae "i as i 《7-53) 
这 样 就 完成 了 偶 对 称 冲击 响应 FIR 滤波 器 的 设计 。 


现在 来 归纳 一 下 窗 函 数 法 FIR 滤波 器 的 设计 过 程 . 首先 根据 所 需 的 数字 滤波 器 
的 幅 频 响应 ,计算 出 像 式 (7-49) 那 样 的 FIR 滤波 器 的 传递 肾 数 ,但 愉 需 计算 中 间 的 
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(2M 十 1) 个 样 点 。 因 为 冲击 响应 是 偶 对 称 的 ,所 以 总 共 只 有 (MT 二 1) 个 和 不同 的 冲击 响应 
样 点 aw 到 aaw。 其 中 aw 的 计算 使 用 式 (7-44),ag 到 aw 的 计算 使 用 式 (7-45)。 然 后 ,对 
这 (2M 二 1) 个 样 点 施加 恰当 的 窗 函 数 ,再 荫 以 z“, 使 传递 函数 中 的 每 一 项 都 延迟 M 
个 样 点 周期 。 这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 像 式 (7-53) 那 样 的 由 (2M 二 1) 项 组 成 的 传递 本 数 。 
如 果 这 个 FIR 滤波 器 的 幅 频 响应 达 不 到 设计 要 求 ,就 应 该 考虑 增加 M, 然 后 重复 上 面 
的 步骤 ,直到 请 意 为 止 。 至 于 滤波 帖 系 数 an 到 au 的 计算 ， 即 式 (7- 柜 ) 和 式 (7-45), 看 
起 来 有 些 复 杂 。 但 是 , 当 注 意 到 除 nn 之 外 其 他 参数 都 是 常数 时 ,计算 起 来 应 当 不 会 很 
困难 。 特 别 是 ,其 中 的 wT 只 要 事先 计算 一 次 。 而 且 ,w.T 实 际 上 是 归 一 化 的 截止 频 
率 , 它 等 于 截止 频率 与 采样 频率 之 比 的 2x 售 , 是 一 个 很 容易 理解 的 常数 。 现 在 来 看 一 
个 例子 也 许 是 最 好 的 说 明 。 


例 7-2 用 窗 函 数 法 设计 一 个 FIR 滤波 器 ,要 求 滤波 器 的 频率 响应 如 图 7-15 所 示 , 并 且 f: 二 
fs/4。 对 理想 滤波 器 的 单位 冲击 响应 截取 11 个 样 点 。 
因为 所 设计 的 浪 波 器 的 通 带 为 折 秋 频率 的 一 半 , 所 以 这 种 滤波 器 叫做 半 带 滤波 器 。 先 按照 
式 (7-447 计 算出 ae: 
er 0 2 


i 
ER Es 


=0.5 (7-54) 
再 按照 式 (7-45) 计 算 aa 


a = Sin (nue DD) sx sn 0 Snm) 0 ainetd, Sny 17219.4,5 (7.595) 
tls FoOC 了 0 5nz 


利用 第 1 章 的 表 1-1 可 以 容易 地 得 到 前 5 个 mu 的 数值 :aa 二 0.318,as 一 0,.ag 三 一 0. 106、 
au 二 0.aw 一 0. 064。 然 后 ,选择 一 个 窗 函 数 ,比如 汉 宁 窗 。 汉 宁 窗 的 计算 公式 可 参照 式 (9-60)， 
而 且 , 窗 函数 的 样 点 总 数 也 取 11 个 样 点 。 这 样 ,我 们 可 以 计算 出 充 宁 窗 11 个 样 点 中 的 中 间 样 点 
值 等 于 1 ,两 边 对 称 的 5 个 样 点 值 分 别 为 10. 905, 0. 655，0. 345， 0.095, 0,.0)。 因为 汉 宁 窗 的 两 
不 端点 上 的 样 点 都 为 零 ,所 以 , 窗 函 数 实际 上 只 有 9 个 样 点 。 又 因为 滤波 器 系数 中 的 ww 和 au 为 
零 ( 半 带 滤波 器 的 特点 是 它 的 一 半 系 数 都 为 雷 ) ,最 后 就 只 剩 下 5 个 样 点 。 这 个 FIR 滤波 器 的 5 
个 系数 为 :ht0)= 二 一 0, 037.h(2)=0, 288,.h(3)=0,.5,. 凡 0D =0. 288.h(6) = 一 0 O03 其 中 的 所] 
和 有 (5) 因 半 带 滤波 器 而 等 于 零 ,所 以 没有 计算 在 内 。 我 们 用 表 7-2 列 出 这 5 个 冲击 啊 应 样 点 的 
计算 过 程 。 


表 7 了 -2 
序 导 nn = 一 是 一 3 = 一 1 个 1 2 3 由 5 
an 和 au Co0O6d 0 一 由 106 0 人 318 人 5 -0,.318 他 ”一心 106 0 心 , 站 6 
入 宁 窗 0 0.095 00,345 0,655 0 905 1 心 , 905 0,655 0.345 ‘0,095 0 
hint3) 0 GG C—O.037 0D DO. 288 0.5 0, 288 0 一 小 037 DO 由 


表 7-2 中 最 下 面 一 行使 用 了 n 十 3 而 不 是 n, 只 是 为 了 与 表 中 最 上 面 一 行 的 序号 nn 对齐, 而 最 
后 得 到 的 FIR 滤波 器 的 冲击 响应 hcn 十 3) 是 从 表 7?-2 中 的 n= 一 3 开始 的 。 

此 外 ,我 们 还 用 图 7-18 画 出 了 与 表 7-2 对 应 的 FIR 滤波 器 冲击 响应 序列 的 计算 过 程 .图 7- 
18a 为 从 理想 数字 泪 波 器 冲击 响应 序列 和 (nz 中 截取 的 11 个 样 点 。 图 7-18b 为 汉 宁 徐 tm) 
的 11 个 样 点 。 用 wwgtm) 去 萎 太 (就 得 到 图 7-18c 中 的 FIR 滤波 器 的 设计 结果 h(tn)。 这 是 一 


| | 6 = Ss 1 本 FP 
站 We 
或 站 | 和 PF 时 和 
E -| BE i 
| a | i | 
县 加 ee i a 
| a 时 下 
a 各 
6 | 
mi a s 
| L 下 
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个 5 抽 头 的 FIR 滤波 器 ， 
我 们 可 以 根据 hin) 写 出 设计 完成 的 FIR 滤波 器 的 传递 函数 ， 
Hiz}=—0,0370. 288s 二 0, 5z 十 0. 2882 —0. 0372 (7-56) 


(a} haln) 


图 7-18 窗 函 数 法 FIR 滤波 器 冲击 序列 的 计算 这 程 
根据 这 个 忧 递 函 数 画 出 的 滤波 器 实现 框图 见 图 7-19。 


图 7-19 设计 完成 的 FIR 滤波 器 的 实现 框图 
最 后 ,我 们 对 设计 完成 的 这 个 FIR 滤波 器 进行 验证 ,主要 是 核对 它 的 幅 频 响应 。 为 此 ,对 式 
(7-56) 在 单位 圆 上 求 值 ,得 到 滤波 器 的 颍 率 啊 应 ; 


Hany 王 一 0.037 十 0. 288e +0. Se 十 0 288 一 和 037e ™ (7-57) 
对 上 式 提出 公 因 子 exp(j30) ,并 把 复 指 数 合并 为 余弦 天 效 ,上 却 变 为 : 
reay 一 eanrn 5+0. 576c0s C1) —0. 074c0s CD? J (7=58) 
所 以 ,这 个 FIR 滤波 器 的 幅 频 啊 应 是 : 
| Hieny| =0. 5+0, 576c08 C12 0. 07dcos Cd) C7=59) 


我 们 用 逐 点 计算 的 方法 画 出 这 个 滤波 器 的 幅 频 响应 曲线 ,如 图 7?-20 所 示 。 图 中 的 上 图 是 式 
(7-59) 中 的 一 个 常数 项 和 两 个 余 强 项 所 表示 的 幅 疾 曲线 。 把 这 三 项 全 加 起 来 就 构成 下 图 中 的 幅 
屈 响 应 曲线 。 从 图 中 可 以 看 出 ,这 个 半 带 滤波 器 的 截止 频率 正好 是 折 短 频率 的 一 半 。 因 而 驻 证 
了 这 个 FIR 滤波 吕 设 计 的 正确 性 。 但 从 图 7-20 来 看 ,过 流 带 还 不 够 陡峭 ,这 是 因为 从 理想 滤波 
骂 冲 击 响 应 中 截取 的 项 数 还 不 驶 多 。 如 果 想 要 更 好 的 幅 频 响应 ,就 可 以 截取 更 多 的 冲击 啊 应 项 
数 ,比如 15 项 。 


rn 
Daa 
| i 
i 
| 
| | 
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1.0- 
0.074cos( 3 | ll 0.576c0s(1D) 


Me™ 
# 带 淖 让 器 
的 截止 频率 - 


图 7-20 ”用 窗 函 数 法 设计 的 FIR 滤波 器 的 幅 频 响应 


7.5 用 MATLAB 设计 数字 滤波 器 


现在 的 滤波 器 设计 大 儿 异 助 计算 机 化 的 设计 工具 ,而 且 有 许 包 这 样 的 设计 工具 ， 
MATLAB 就 是 其 中 之 一 。 

MATLAB 是 一 个 覆盖 许多 技术 领域 的 设计 工具 。 我 们 在 这 里 只 是 简要 地 叙述 如 
何 利 用 MATLAB 来 获取 所 需要 的 数字 滤波 器 的 系数 。 一 旦 有 了 数字 滤波 器 的 系数 ， 
就 不 难 画 出 滤波 器 的 实现 框图 ,并 写 出 相应 的 滤波 器 计算 程序 。 但 是 ,在 使 用 MAT- 
LAB 进行 设 计 之 前 ,必须 确定 所 需 的 滤波 器 特性 ,在 MATLAB 完成 设计 并 给 出 滤波 
器 系数 之 后 ,必须 验证 这 些 滤波 器 系数 。 这 就 是 说 ,在 使 用 MATLAB 进行 设计 的 之 前 
和 之 后 的 这 两 项 任务 是 滤波 器 设计 正确 与 和 否 的 关键 所 在 ,而 这 两 项 任务 痢 是 与 数 子 证 
波 器 的 设计 原理 密切 相关 的 。 所 以 ,正确 理解 数字 滤波 器 的 原理 是 利用 MATLAB 这 
类 设计 工具 的 前 提 。 下 面 将 按照 实际 使 用 MATLAB 的 步骤 来 叙述 数字 滤波 器 的 设计 
过 程 。 


7.5. 1 进入 滤波 器 设计 与 分 析 窗 口 


从 MATLAB 的 主页 开始 ,选择 [Start] 一 [Toolboxes] 一 LFilter Design |— [| Filter 
Design & Analysis Tool(fdatool) |], 进入 Filter Design R& Analysis Tool(fdatool) 设 计 窗 
口 。 

7.5.2 完成 滤波 器 设计 
在 Filter Design & Analysis Tool(fdatool) 设 计 窗 口中 ,可 以 选择 下 列 设 计 内 容 。 


口 Response Type: 可 以 选择 lowpass .highpass 等 。 
口 Design Method; 可 以 选择 IIR 或 FIR。 在 IIR 中 ,可 以 指定 Butterworth,Cheby 
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shev I 或 等。 在 FIR 中 可 以 指定 等 纹 波 , 窗 函数 等 , 

口 Filter Order; 可 以 指定 滤波 器 的 阶 数 ,或 者 让 MATLAB 为 你 确定 最 低 的 阶 数 ， 
当选 择 最 低 阶 数 时 ,MATLAB 会 根据 Magnitude Specifications 来 确定 这 个 最 低 
阶 数 。 

口 Frequencey Specifications: 可 以 选择 频率 单位 .采样 频率 , 通 带 频率 , 阻 带 频 率 等 。 

口 Magnitude Specifications: 可 以 确定 通 带 增益 、 阻 带 衰减 等 . 

[ Option: 《可 以 不 选 ) ns 

当前 面 5 项 选 定 之 后 ,就 可 以 命令 MATLAB 开始 滤波 器 设计 。MATLAB 以 显示 
Magnitude Response (dB) 告 知 用 户 设计 已 经 完成 。 


7.5.3 核对 滤波 器 特性 


这 时 你 仍 在 Filter Design 六 Analysis Tool(fdatool) 设 计 和 窗口 中 。 可 以 单 击 [LAnal- 
ysis] ,从 中 选择 希望 核对 的 滤波 器 特性 。 比 如 ,LMagnitude Response].LPhase Res- 
ponse] [Impulse Response |,L Zero/Pole Plot],[ Filter Coefficients 等。 


7.5.4 把 滤波 器 系数 存 入 文件 


这 时 你 仍 在 Filter Design & Analysis Tool(fdatool) 设 计 窗 口中 。 可 以 选择 [File] 
一 [Export]。 在 出 现 Export 窗口 之 后 ,必须 完成 下 列 输入 才能 把 设计 结果 保存 在 文 
件 中 。 

品 Export To; 选 择 Coefficient File( ASCIL， 

口 Options: 选 择 Decimal, Hexidecimal 或 Binary。 

然后 , 单 击 Export, 把 滤波 器 系数 存 人 指定 的 文件 内 。 如 果 把 文件 类型 选择 为 
[. doc 或 [. txt] ,还 可 以 使 滤波 器 系数 文件 直接 与 已 代码 相连 。 

至 此 ,使 用 MATLAB 的 滤波 器 设计 已 经 完成 ， 


小 结 


口 回顾 了 模拟 滤波 器 的 主要 特性 和 设计 方法 。 

口 在 IIR 滤波 器 设计 中 ,叙述 了 单位 冲击 响应 不 变性 和 双 线性 变换 两 种 设计 方法 。 
其 中 的 双 线 性 变换 由 于 不 存在 频率 泥 秋 而 得 到 较 多 的 应 用 。 

口 在 FIR 滤波 器 的 设计 中 ,叙述 了 窗 函数 法 的 设计 方法 。 由 于 理想 的 数字 滤波 器 
有 无 限 长 的 冲击 响应 ,所 以 必须 用 窗 函 数 把 冲击 响应 截取 成 有 限 的 长 度 ,然后 
再 把 它 变 成 因果 性 的 。 

口 FIR 滤波 器 还 有 其 他 一 些 设计 方法 ,其 中 最 常用 的 也 许 是 等 纹 波 滤波 器 ,也 叫 
“最 优 " 滤 波 器 。 但 有 了 窗 函 数 法 的 设计 基础 之 后 ,就 不 难 理解 其 他 FIR 滤波 器 
的 设计 方法 。 
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口 最 后 叙述 了 用 MATLAB 设计 数字 滤波 器 的 方法 。 这 是 一 种 方便 ,快捷 的 设计 
方法 ,但 滤波 器 的 设计 指标 必须 由 设计 者 确定 ,设计 完成 的 滤波 器 特性 也 必须 
由 设计 者 验证 。 而 更 重要 的 是 如 何在 系统 环境 下 确定 所 需 的 滤 放 特性. 这些 
都 要 求 我 们 对 数字 滤波 更 的 特性 有 很 好 的 理解 . 


7.1 对 于 下 面 的 传递 函数 ,分 别 画 出 直接 形式 I 和 直接 形式 了 的 实现 框图 。 
1—0. 2z 10, 5 十 0. ge- 

1 一 0. Be +0. 5 +0. 72 

7.2 对 于 下 面 的 传递 函数 , 画 出 恰当 的 实现 框图 。 


i he ee 
二 让 1 Bx 
7.3 用 一 阶 环节 夯 出 下 面 传递 函数 的 串联 形式 和 并 联 形式 的 实现 框图 ， 


站 .7 了 [1 一 副 1 
[i = 
H(s) 一 ] 一 0 gi—0 de 


7.4 试 确定 下 面 框图 所 表示 的 系统 传递 郴 数 ,并 画 出 直接 形式 开 的 实现 框图 。 


H(ix) = 


-0.3 
7.5 试 确定 下 面 框图 所 对 应 的 系统 差分 方程 和 传递 函数 。 


wln) 


wn) Wn) lm) 


| 
! 


7.6 


1.7 加 出 下 面 离散 时 域 系 统 的 幅 频 与 相 频 响应 。 
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7.8 找 出 下 面 滤波 器 实现 框图 所 对 应 的 系统 传递 画 数 百 (z=) 和 冲击 响应 hin)， 


姑且 ~ Jln) 


7.9 画 出 下 面 实现 框图 所 对 应 的 离散 系统 的 零 极点 图 ,以 及 在 直流 和 0. 25 采样 频率 处 的 
幅 频 响应 ， 


7. 10 一 个 线性 相称 FIR 淖 波 融 的 冲击 响应 为 奇 对 称 并 有 奇数 个 样 点 ,证 明 它 必 有 一 个 二 
所 在 = 一 一 1, 并 设法 从 时 域 来 解释 这 个 零点 。 
7.11 一 个 一 阶 全 通 滤波 器 的 传递 画 数 为 ， 


一 由 
How TA [有 | 过] 


(1) 画 出 这 个 滤波 器 的 直接 形式 I 和 直接 形式 了 [的 计算 框图 ， 

(2) 画 出 当 a 二 0. 98 时 的 滤波 器 的 相 频 响应 曲 训 ， 

(3) 当 系 数 a 用 不 同位 数 的 定点 二 进 制 表示 时 ,a 值 的 波动 性 会合 幅 频 响应 恬 生 波动 吗 ? 

7. 12 用 双 线 性 变换 设计 一 个 截止 频率 等 于 100 Hz 的 一 阶 巴 特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 ,其 中 
的 采样 频率 等 于 1 kHz。 

/13 试 判 别 下列 图 中 的 零 极点 所 对 应 的 滤波 器 是 低 通 .高 通 , 带 通 或 带 阻 ， 


(1) 了 2) Im 
+ | 本 


4) Im 
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揪 值 与 抽取 


在 有 些 离散 时 域 系 统 中 ,数字 信和 号 的 采样 率 要 求 随 处 理 过 程 而 变化 。 比 如 在 音频 
范围 内 ,有 许字 不 同 的 采样 率 标准 ,和 包括 48kHz, 44. 1kHz, 32kHz, 22. 05 kHz 8 kHz 
等 。 我 们 有 时 就 要 求 一 个 音频 信号 在 这 些 不 同 的 采样 率 之 间 转 换 。 一 个 包含 了 几 种 
不 同 采 样 率 的 离散 系统 ,叫做 多 加 幸 系统 。 

改变 离散 时 域 信和 号 采样 率 的 方法 有 两 种 ;插值 和 抽取 。 提 高 采样 率 的 过 程 叫 做 播 
值 , 把 采样 率 提 高 到 原来 采样 率 工 倍 的 操作 ,叫做 1: 工 插值 降低 采样 率 的 过 程 叫做 
抽取 ,把 采样 率 降 低 到 原来 采样 率 的 17 乓 的 操作 ,叫做 玉 : 1 抽取。 结合 使 用 插值 和 
抽取 的 方法 ,就 可 以 任意 改变 离散 数字 信和 号 的 采样 率 ,只 要 采样 率 的 改变 量 可 以 表示 
为 有 理 因 式 Li/K， 

下 面 将 分 别 镍 述 插值 .抽取 以 及 结合 使 用 插值 与 抽取 的 操作 过 程 ,然后 讨论 再 采 
样 操作 。 最 后 将 讨论 使 用 DAC( 数 模 转 换 器 ) 把 离散 时 域 信号 带 回 到 连续 时 域 时 所 通 
到 的 一 些 问题 ， 


8. 1 插值 


数字 信号 的 插值 是 与 一 般 的 数值 计算 中 的 插值 不 同 的 。 在 数值 计算 中 ,插值 常常 
是 对 几 个 孤立 的 数值 点 找 出 最 合适 的 多项式 。 在 数字 信号 处 理 中 ， nie 
号 原来 的 谱 形 ; 其 次 是 采样 率 提高 后 的 信号 必须 也 是 限 带 的 。 这 
的 通 币 以 外 不 允许 存在 任何 其 他 的 频率 

分 。 能 够 满足 这 两 个 要 求 的 插值 操作 

是 播 零 和 低 通 滤波 。 

数字 信号 的 插 零 就 是 在 原来 的 数字 
样 硫 之 间 等 间距 地 补 零 ,如 图 8-1 所 示 ， 
图 中 完成 的 是 L=3 的 插值 。 

图 8-1 中 的 虚线 z(t 了) 表示 原始 的 横 
拟 信 号 ,zx(m) 是 原来 的 信号 样 点 ,zo (n) 
为 补 零 的 样 点 。 原 来 的 信和 号 样 点 x(m) 与 图 8-1 数字 信和 号 的 1: 3 插值 操作 
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补 零 的 样 点 x Cm) 合 起 来 组 成 了 插 零 之 后 的 信号 样 点 ,图 8-1 中 表示 为 z(tn), 下 标 i 
表示 插 零 。 我 们 把 原来 信号 的 采样 周期 叫做 了 ,所 以 原来 的 柔 样 率 ww 二 2x/T; 插 值 后 
的 采样 周期 叫做 工 , 所 以 插值 后 的 采样 率 ws 二 2x/T。 因 此 , 当 L==3 时 ,ws 是 ws 的 
3 情 ， 

我 们 要 求 , 搬 零 后 的 信号 样 点 x (n) ,在 经 过 低 通 滤波 之 后 ,完全 等 于 当初 用 3 信 
来 样 率 对 模拟 信号 工 ( 门 进行 采样 的 结果 。 形 象 地 说 ,就 是 把 图 8-1 中 所 有 用 圆圈 表示 
的 零 样 上 五 4 和 王 直 同上 移动 到 虚线 z( 芒 上 。 

首先 证 明 采 用 这 种 插 零 的 方法 不 会 改变 原来 信号 的 频谱 。 为 此 ,我 们 写 出 原来 数 
字 信 号 ztm) 的 z 变换 ， 

A(z) = 5 Tm)e™ (8-1) 


i 站 


假设 L=3。 所 以 ,在 完成 插 零 之 后 ,在 原来 ztm) 的 每 2 个 样 点 之 间 增 加 了 2 个 零 
样 点 。 但 由 于 采样 率 的 不 同 , 捅 零 后 的 单位 延迟 的 延迟 时 间 只 有 原来 采样 率 下 单位 延 
迟 的 1/13。 用 x “' 表 示 插 零 后 的 单位 延迟 ,显然 ,z， :二 2 1。 

现在 可 以 写 出 新 的 采样 率 下 的 信号 zxi(n) 的 z 变换 ， 


Xits) = 3D xi(n) ear” (8-2) 


因为 z(n) 每 3 个 样 点 中 2 个 为 零 ,所 以 ,那些 零 样 点 的 乘积 项 完全 可 以 从 武 (8-2) 
中 删除 。 这 样 , 式 (8-2) 可 以 有 下 面 的 演算 过 程 ， 
Xl) =xt0)t zl) rs rs zd)e + 
=x(0)+ zn(3)e +zt0) Tx (09) + 
显然 ,上 式 中 的 zi(3n) 等 于 插 零 之 前 的 x lim), 而 且 ,z = 二 x "所 以 , 式 (8-3) 可 以 改 
写 为 ; 


(8-3) 


Nia) =r0)+r(l)e rae re 1 


-- = 也 Tn)E" 


比较 式 (8-1 ) 和 式 (8-4) 可 以 看 出 , 插 零 之 前 的 信号 的 z 变换 X(z) 与 搬 零 之 后 的 信 
号 的 z 变换 (zx,) 是 完全 一 样 的 。 这 就 说 明了 插 零 不 会 改变 离散 信和 号 的 频谱 ， 

虽然 插 零 前 与 插 零 后 的 频谱 是 一 样 的 ,但 由 于 采样 率 的 不 同 ,这 个 相同 的 频谱 有 
着 不 同 的 会 义 。 这 可 以 用 图 8-2 来 解释 。 图 8-2 中 的 频谱 是 原来 信息 xz(m) 的 幅度 谱 
1X(e™”)| ,也 是 补 零 之 后 的 x(n) 的 幅度 谱 。 但 对 于 正确 的 插值 信号 来 说 , 它 的 采样 率 
已 经 提高 到 了 原来 的 3 悦 , 所 以 ,只 有 图 8-2 中 的 1 和 4 才 是 真正 需要 的 ,而 频谱 2 和 3 
是 不 需要 的 ,应 该 去 除 。 当 把 2 和 3 去 除 之 后 ,我 们 就 得 到 了 所 要 的 幅度 谱 ; 而 此 时 ， 
图 8-1 中 的 那些 用 圆圈 表示 的 x,(n) 的 零 样 点 就 会 向 上 移动 到 虚线 zx(m 上 。 


(8-4) 
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(ee ”证 择 零 之 后 的 
低 通 滤波 -正确 频谱 


图 8-2 ”数字 信号 zf 在 14 3 插 零 之 后 ,频谱 没有 改变 ; 
但 频谱 2 和 3 是 不 需要 的 


nme™"yl 


ee 村 
(a) 插 零 和 低 通 滤波 之 后 的 信和 号 样 点 


pp] a 人 


(b) 插 零 和 低 通 滤波 之 后 的 信号 频谱 
图 8-3 在 1:3 插 零 和 低 通 滤 被 之 后 的 信号 及 其 琐 谱 


去 除 频谱 中 2 和 3 的 方法 很 简单 ,只 要 做 一 次 低 通 滤波 就 可 以 了 。 低 通 滤 波 器 
的 截止 冰 率 应 该 等 于 插 零 之 后 的 折 友 频率 的 1/3( 如 果 工 =3), 如 图 8-2 中 的 虚线 所 
示 。 为 了 使 插值 和 低 通 滤波 之 后 的 信号 幅度 保持 插值 之 前 的 幅度 , 必须 使 低 通 滤波 
器 通 带 内 的 增益 等 于 插值 的 倍数 ,比如 , 当 工 =3 时 取 增 益 为 3。 如 果 要 求 插值 之 后 
的 信号 仍 能 保持 原来 的 信号 形状 ,就 应 该 使 用 线性 相称 的 FIR 滤波 器 。 使 用 了 低 通 
滤波 之 后 的 信号 及 其 幅度 谱 见 图 8-3。 要 求 不 同 的 插值 率 工时 ,其 操作 过 程 是 与 


LL 三 3 的 插值 操作 相同 的 。 我 们 把 上 面 投 述 的 数字 信号 插值 操作 的 全 过 程 归纳 为 
图 8-4 中 的 流程 。 


| 低 通 泪 波 | 人 
ff (2) 


采样 率 = 六 采样 率 = 采样 率 =Lfs 


图 8-4 ”数字 信和 号 的 插值 操作 流程 ,其 中 , fs 为 插值 前 的 采样 率 
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8.2 抽取 


抽取 是 捅 值 的 逆 过 程 。 抽 取 率 等 于 天 的 意思 是 ,原来 信和 号 zt 的 每 民 个 样 点 中 ， 
丢弃 (K 一 1) 个 样 点 而 只 保留 一 个 样 点 。 比 如 ,抽取 率 KK 二 2, 就 是 每 两 个 样 点 中 保留 一 
个 样 点 ,如 图 8-5 所 示 。 图 中 的 x(m) 为 抽取 前 的 信号 样 点 ,包括 圆 点 的 样 点 和 圆圈 的 
样 点 。 由 于 原来 信号 的 采样 周期 为 T, 所 
以 ,原来 的 采样 率 为 ws==2x/T。 图 8-5 中 
的 圆 图 样 点 是 被 抽取 并 丢弃 的 样 点 。 所 以 ， 
抽取 之 后 的 信号 只 剩 下 那些 用 圆 点 表示 的 
,| | 1 L_mm， 样 点 ,我 们 把 它们 叫做 zalm) ,下 标 d 表示 抽 

En Tk 取 。 抽 取 之 后 的 采样 周期 增加 到 了 T= 
2T, 所 以 ,抽取 之 后 的 采样 率 是 抽取 前 采样 
率 的 172。 

我 们 可 以 从 频 域 上 来 解释 数字 信号 的 抽取 过 程 。 图 8-6 表示 了 抽取 之 前 信号 
zx(m) 的 频谱 。 在 对 z(tm) 完 成 2: 1 抽取 之 后 ,信和 号 的 采样 率 变 为 原来 采样 率 的 一 半 ， 
这 就 好 比 对 原先 模拟 信号 z(#) 是 用 ws/2 来 采样 的 ,所 以 图 8-6 的 中 心 位 于 we 处 的 频 
谱 一 定 被 左 移 到 了 ws//2 的 频率 上 ,这 就 变 成 了 图 8-7 中 的 样子 。 这 时 ,原来 的 折 秋 频 
率 ws/2 变 成 了 现在 的 采样 频率 ws ,而 现在 的 折 秋 频率 则 位 于 原来 折 秋 频率 的 1/2 的 
频率 点 上 ,在 图 8-7 中 被 表示 为 ww/2。 在 图 8-7 中 ,因为 原来 的 信号 带宽 ow 超过 了 抽 
取 之 后 的 折 秋 频率 ws/2( 也 就 是 图 8-6 中 的 /4) ,所 以 发 生 了 频率 混 秋 .由 此 可 以 
看 出 ,在 对 信号 做 抽取 时 ,如 果 简 单 地 把 信号 样 点 按 所 需 的 抽取 率 进行 抽取 并 丢弃 ,就 
有 可 能 发 生 频 率 混 释 。 确 切 地 说 ， 如 时 禄 村 到 公交 带宽 汪 玖 入 沪指 次 兴 尖 的 折 炎 各 
率 , 就 一 定 发 生 混和 天 。 反 之 ,如 果 小 于 抽取 之 后 的 折 登 频率 ,就 一 定 不 发 生 混 
对 数字 信号 进行 抽取 时 ,必须 知道 这 个 规则 ， 


leien)| 
Fe 频率 混 闪 区 


图 8-5 数字 信号 的 2: 1 抽取 操作 


- sl as 人 yl da Dg 


8-6 数字 信和 号 抽取 之 前 的 频谱 图 8-7 数字 信和 号 2: 1 抽取 之 后 的 频谱 


如 条 对 信和 号 直接 抽取 会 导致 频率 混和 ,那么 ,避免 混 释 的 方法 就 是 在 抽取 之 前 对 
信号 做 低 通 滤波 ,把 信号 中 所 有 超过 ws/(2K) 的 高 频 成 分 全 部 滤 除 ， 这 可 以 用 图 8-8 


起 守 源 有 昌 续 工 往 师 
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来 说 明 , 图 中 抽取 率 玉 ==2。 在 抽取 之 前 进行 的 低 通 滤波 如 图 中 的 虚 上 线 所 示 。 当 KK 二 2 
时 ,这 个 低 通 滤波 器 的 截止 频率 应 该 等 于 原来 采样 率 的 1/4, 或 者 等 于 原来 折 登 频率 的 
1/2。 图 8-9 画 出 了 经 过 低 通 滤波 和 抽取 之 后 的 信号 zw (Cn) 的 幅度 谱 |Xte”)|。 由 
图 8-9 可 知 ,经 过 低 通 和 抽取 之 后 的 信号 zw Cn) 的 频谱 | Xe ) | 已 经 不 同 于 原来 信 
号 rtm) 的 频谱 了 ,因为 zrCm) 频 谱 中 超过 wssi2 的 成 分 已 被 低 通 滤 波 滤 除 丁 。 


图 8-8 ”用 低 通 滤波 避免 因 抽 图 8-9 对 低 通 进 波 之 后 的 信号 x Cn) 
取 而 引起 的 混和 进行 抽取 就 避免 了 混 得 


我 们 把 数字 信号 的 抽取 操作 画 在 图 8-10 中 。 图 8-10 中 下 面 那 条 支 路 的 意思 是 ， 
当 被 抽取 的 信号 的 带宽 ws 没有 超过 us 的 1/(2K) 的 时 候 , 就 不 需要 做 低 通 滤波 ;比如 ， 


对 图 8-3b 中 的 信号 进行 3 : 1 抽取 时 。 


低 通 滤波 


| R=) | 


不 需要 低 通 涉 波 
采样 率 -大 


— “A 


图 8-10 数字 信号 的 抽取 操作 ,js 为 抽取 前 的 采样 率 


8. 3 “插值 与 抽取 的 结合 使 用 


现在 把 插值 和 抽取 结合 起 来 完成 一 个 具体 信号 的 变 采 样 率 操作 。 这 个 具体 信号 
是 44.1 kHz 采样 率 的 多 媒体 音频 信号 ,要求 把 它 的 采样 率 降低 到 16 kHz. 

首先 要 确定 插值 率 L 和 抽取 率 K。 经 过 计算 发 现 ,如 果 要 精确 地 实现 上 述 的 变 采 
样 率 操作 ,将 需要 很 大 的 计算 量 和 存储 量 。 在 一 般 应 用 情况 下 ,可 以 采用 近似 的 采样 
率 转换 。 比 如 ,把 原先 的 44. 1 kHz 的 采样 率 近 似 地 看 作 44. 0 kHz。 这 样 之 后 ,我 们 可 
以 容易 地 计算 出 工 ==4 入 =11。 根据 LL 和 K 的 值 ,可 以 画 出 变 采 样 率 的 操作 流程 ,如 
图 8-11 所 示 。 图 中 的 z(m) 为 输入 信和 号 ,za(n) 为 采样 率 变 成 16 kHz 之 后 的 输出 信 
号 。 变 采样 率 之 后 的 信号 xa(n) 只 保留 了 原来 信号 的 8 kHz 以 下 的 成 分 ,8 kHz 以 上 


Hf0 Hm WE ie 
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一 的 ,只 要 把 合成 的 低 通 滤波 器 的 截止 频率 设 定 为 fc 一 8.02 kHz 就 6 以 了 。 


变 采 梓 率 后 
音 本 信和 号 的 音 顿 信号 
x{m) Xln) 


f=22.05kH, 


漆 样 率 : 176.4 kHz 
图 8-11 一 个 雪 媒 体 音 频 信 号 的 变 采 样 率 操 作 流程 
8. 4 再 采样 


在 本 章 前 面 讲 到 的 插值 操作 中 ,被 插值 的 样 点 在 时 间 上 是 固定 的 ,比如 1:3 插 
值 。 所 以 ,插值 操作 就 是 计算 出 两 个 原来 样 点 之 间 三 等 分 时 间 点 上 的 2 个 新 样 点 。 但 
是 ,在 数字 信和 号 处 理 中 ,有 了 时 需要 计算 两 个 样 点 之 间 尾 意 一 个 时 间 点 上 的 值 ,比如 ,图 
8-12 中 的 z(t)。 图 中 用 虚线 画 出 的 xz() 是 原来 的 模拟 信和 号 ,而 x( 一 2T) ,zt 一 了 T)、 
I(0) ,zx(T) ,rz(2T) 是 从 zt 上 采 得 的 一 个 离散 时 域 信和 号 x(n) 中 的 若干 个 连续 样 点 ， 
并 假设 样 点 zt0) 的 采样 时 刻 为 当前 的 时 间 点 。 我 们 的 目的 是 找 出 时 间 点 t 上 的 采样 
值 zi) ,而 十 是 在 0 到 人 区 间 内 的 一 个 任意 的 时 间 点 。 


x(37) xl47) 
“x(57) 
ln TS , 
', i | 1 
到 对 -4 站 
anaD 


0 A 
图 8-12 两 个 样 点 之 间 任 意 时间 点 上 的 值 x(n) 

显然 ,这 个 任务 是 不 可 能 用 前 面 叙 述 的 变 采 样 率 操作 来 完成 的 。 解 答 这 个 问题 的 
方法 只 能 是 ,把 离散 时 域 信号 返回 到 连续 时 域 中 ,然后 在 连续 时 域 中 计算 出 z( 昌 在 时 
间 点 右上 的 值 。 这 个 计算 过 程 叫 做 再 采样 。 

作为 再 采样 的 第 一 步 ,设法 用 离散 时 域 信 号 z(n) 重 构 出 原来 的 连续 时 域 信号 
z(t)。 但 首先 必须 把 离散 时 域 信号 x(n) 变 成 连续 时 域 的 表达 式 ,这 就 是 表达 成 式 
(4-2) 的 形式 。 我 们 在 这 里 重复 表达 式 (4-2)， 


-a -37 -27 一 下 
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rs(D) = Y z(t— nT) (8-5) 


其 中 的 已 采样 信号 xs() 是 由 zt 中 经 采样 而 得 的 。 

现在 假设 xs(?) 的 频谱 为 图 8-13a 所 示 的 样子 ,图 中 各 个 相似 的 频谱 是 以 来 样 频率 
启 为 重复 周期 的 。 如 果 要 回 到 连续 时 域 ,就 只 要 保留 图 8-13a 的 中 心 位 于 零 频 的 频谱 
[Cn| ;而 丢弃 所 有 其 他 的 重复 频谱 。 这 实际 上 就 是 完成 连续 时 域 中 的 一 次 补 波 ,而 
且 , 这 个 滤波 器 应 该 是 一 个 理想 滤波 器 。 它 的 幅 频 特性 应 该 如 图 8-13b 中 所 示 : 通 带 
范围 从 一 fs/2 到 fs/2, 即 截止 频率 等 于 fs/2, 而 且 , 通 带 内 的 增益 为 了 [LT 为 采样 周期 ， 
但 这 里 仅 用 作 一 个 比例 常数 ,以 使 式 (8-7) 的 计算 结果 比较 简洁 ]。 我 们 还 要 求 滤波 器 
的 相位 延迟 处 处 为 零 (理想 让 波 句 是 非 因 果 性 的 ,所 以 是 可 行 的 )。 


HP XN LX Fs) 
, ECOm | 


=- 帕 ”- 驴 -篇 ， 叫 0 bp "A 
[a) 一 个 离散 时 域 信号 的 频谱 也 可 以 看 作 连 续 时 域 中 的 频谱 
IHOM 


Fa 
[b) 理想 低 通 泪 波 器 的 幅 频 响应 
A 


万 | f 加 
Le) 连续 时 域 信 号 频谱 
图 8-13 用 理想 滤波 器 重 构 连续 时 域 信号 


这 样 规 定之 后 ;我 们 就 可 以 从 图 8-13b 的 理想 光 流 器 的 幅 频 啊 应 计算 出 它 的 冲击 
啊 应 。 这 就 要 使 用 式 (1-47) 的 傅 里 叶 反 变换 ; 
hl) | HC edf = fe Te df (8-6) 
式 (8-6) 的 积分 可 计算 为 ; 
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式 (8-7) 就 是 连续 时 域 理 想 涉 波 器 的 系统 冲击 响应 ,是 一 个 sinc 函数 , 它 的 波形 如 
图 8-14 所 示 。 当 0 时 ,中 站 三 1 当 二 maT 时 ,AD 一 0 当 革 的 忽 对 值 增加 时 ,下 7) 越 
来 越 小 ,并 赵 于 和 零 ， 


her) 
1.0| 


ST -47 37 TT 0 TO7T 3 47 57 


图 8-14 连续 时 域 理 想 滤 波 器 的 系统 冲击 响应 


在 得 到 了 连续 时 域 的 冲击 响应 之 后 ,就 可 以 回 到 图 8-12 和 图 8-13, 计 算出 原来 的 
模拟 信号 xt)。 在 图 8-13 中 ,我 们 是 用 理想 低 通 滤波 器 的 频率 响应 | 昌 H(f) | 去 项 
| As 三 | 而 还 原 出 图 8-13c 中 的 原来 的 信号 频谱 | 瑟 C 六 1, 这 也 就 等 于 在 图 8-12 中 用 离 
散 时 域 信和 号 zs() 通 过 理想 滤波 器 的 溃 击 响 应 而 恢复 出 连 凌 时 域 信和 号 x(1)。 但 是 ,两 
个 信号 的 频 域 相 吏 等 价 于 两 个 信号 的 时 域 卷 积 。 所 以 ,我们 把 恢复 出 x(1) 的 再 采样 操 
作 归 结 为 时 域 中 的 xs (与 (之 间 的 卷 积 运算 。 

我 们 先 把 图 8-14 中 (四) 在 时 间 上 进行 逆转 ,然后 放 到 图 8-12 中 ,并 使 (8 的 纵 坐 
标 与 时 间 二 对 准 。[ 连 续 时 域 中 的 卷 积 计算 与 离散 时 域 中 的 做 法 是 完全 一 样 的 。 当 用 
巷 积 来 计算 zt) 的 时 候 , 就 把 厂 昌 的 时 间 零 点 与 石 对 齐 。] 这 样 ,得 到 图 8-15。 


wa) _ _x(4D) 
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图 8-15 用 郑 积 计算 连续 时 域 信号 在 任意 时 间 点 上 的 值 
图 8-15 中 上 面 的 离散 序列 zx(nT) 是 从 图 8-12 中 复制 过 来 的 。 因 为 ht) 是 左右 对 
称 的 ,所 以 ,为 做 卷 积 而 使 AD 在 时 间 上 道 转 后 得 到 的 波形 ,是 与 原来 h(1) 的 波形 一 样 
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的 ,这 就 是 图 8-15 中 下 面 的 那个 波形 。 
现在 我 们 可 以 按照 图 8-15 来 计算 za)。 从 图 中 可 知 , 卷 积 中 的 乘积 项 只 在 …、 
一 2 本 ,一 T,0、T,2T…* 这 些 时 间 点 上 的 值 不 为 零 , 除 此 之 外 都 为 零 。 所 以 , 卷 积 计算 就 
从 原先 的 积分 变 成 了 累加 ,具体 地 说 ,就 是 计算 zn) 与 h(t) 在 这 些 采 样 时 间 点 上 的 各 
累加 和 。 我 们 参考 式 (5-12) 的 形式 写 出 计算 z(t ) 的 卷 积 公 式 ，; 
ri) = 2 TAT — TT) (8-8) 


式 (8-8) 的 右边 是 无 数 个 乘积 项 的 释 加 ,但 随 着 向 正 负 两 侧 的 伸展 ,由 于 h(t) 的 不 
断 误 减 , 乘 积 项 会 越 来 越 小 。 所 以 ,我 们 一 般 截 取 中 心 两 侧 的 有 限 项 作为 近似, 比如 , 截 
取 8 项 ,16 项 或 32 项 。 在 这 样 截 取 的 时 候 , 一 般 还 要 对 截 得 的 冲击 啊 应 如一 * 了 加 窗 
函数 (加 窗 函 数 的 方法 可 参阅 9.9 节 )。 为 了 使 禾 述 比较 简洁 ,在 这 里 只 截取 4 项 。 但 在 
实际 的 再 采样 操作 中 ,至 少 截取 8 项 。 
在 截取 4 项 之 后 ,得 到 zk) 的 近似 值 : 
x(t ) A 3 Xn ht — nl) 


n=—l 


= x TH+ tr Th T) (8-9) 
rTIh 2T) 
上 式 中 的 4 个 乘积 项 分 别 对 应 于 图 8-15 中 的 一 1.0.1.2 这 4 条 虚线 所 指示 的 乘 
法 ; 和 如果 蕉 取 8 项 , 那 就 要 在 图 8-15 中 向 两 侧 各 增加 两 个 乘积 项 ,这 就 是 图 中 的 一 3、 
一 2.3.4 这 4 条 虚线 。 
用 图 8-15 中 的 具体 数值 来 计算 这 个 (0)。 根 据 图 8-15 中 的 标尺 和 z(2) 的 波形 ， 
可 以 大 概 确定 这 些 值 :x( 一 了 =10,7(0)==25,x(T)=41 .zx(2TD=57, 再 采样 的 时 间 点 
为 二 二 0, 37T，。 
首先 计算 出 式 (8- 站 中 的 T==0. 37, 然 后 就 可 以 使 用 式 (8- 裤 和 式 (8-) 计 算 xz(0. 377T) 
x(0. 37T)==l0sine(1. 37) 十 25sine(0. 37) 十 41sinc( 一 避 63) 十 57sinef 一 1. 63) 
=]0X(—0, 213)+25X0, 789+41 X0, 464 二 57X(—Q. 179) (8-10) 
= 20, 4 
将 上 式 的 结果 与 图 8-15 中 ztn) 的 具体 数值 相 比 之 后 ,发 现 这 个 计算 结果 有 较 大 
的 误差 。 其 中 最 根本 的 原因 是 对 无 限 长 的 h(t) 只 截取 了 其 中 的 4 个 样 点 。 如 果 增 加 
点 数 , 用 前 后 4 个 或 8 个 样 点 计算 xz(0.377T) ,一 定 可 以 得 到 较 好 的 精度 。 此 外 ,施加 恰 
当 的 窗 晴 数 也 可 以 有 效 提 高 再 采样 的 精度 ,而 式 (8-9) 中 的 计算 没有 加 窗 消 数 。 但 是 ， 
除了 这 两 个 原因 之 外 ,我 们 可 以 想到 ,引起 误差 的 男 一 个 重要 原因 是 所 谓 的 "系数 归 一 
化 ,就 是 使 式 (8-9) 中 的 4 个 有 li 一 nT) 之 和 等 于 1。 表 8-1 列 出 了 hs 一 nD 归 一 化 
之 后 的 计算 结果 。 这 个 计算 结果 是 x(n)= 二 30.63, 与 图 8-15 中 的 ztn) 非 常 接近 . 
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表 8-1 


rtnT) 10.0 25. 0 41.0 ‘elo | 
h(n —nT) —0. 213 0. 789 0. 464 —0. 179 
归 一 化 的 h(n 一 aT) 一 心 247 0. 916 0. 539 —D. 208 
xtnTIh, tn —n1) —2.47 22,.9 -| —1]l.9 


z(t0, 37T) “和 0, 63 


最 后 我 们 对 信号 重 构 做 一 个 简要 说 明 ,因为 信号 重 构 是 数字 信号 处 理 的 一 个 基本 
内 容 。 人 情 号 重 构 的 意思 是 ,如 果 使 用 式 (8-7) 的 连续 时 域 冲 击 响应 h(7f) 对 式 (8-5) 中 的 
(8-7) 所 表示 的 连续 时 域 的 理想 滤波 器 就 叫做 重 构 滤波 器 。 但 从 男 一 方面 说 ,信号 重 
构 只 是 理论 上 的 叙述 ,是 无 法 实现 的 。 从 离散 时 域 返 回 连续 时 域 , 一 般 都 是 使 用 DAC 
( 数 模 转换 器 ) 的 方法 ,这 就 是 下 一 节 要 讨论 的 内 容 。 


8.5 用 DAC 从 离散 时 域 返 回 连续 时 域 


号 之 后 才 可 以 被 利用 , 比如 音频 信 
六 号 频 


大 多 数 离 散 时 域 信 号 必须 转变 为 连续 时 域 人 
号 。 所 以 ,在 这 一 节 中 我 们 将 狐 述 DAC 的 功能 ,以 及 由 于 使 用 DAC 而 引起 的 从 
谱 变化 的 一 些 问 题 。 

DAC 的 操作 过 程 正好 与 3. 1 节 中 的 ADC 相反 ,可 以 分 为 反 量化 器 和 堆 阶 保持 器 
(ZODHD) 两 个 部 分 ,如 图 8-16 所 示 。 其 中 的 反 量 化 器 把 图 中 的 数字 信和 号 xz(nT}) 转 变 为 
采样 数据 信号 zs (71); 而 采样 数据 信号 z(t) 已 经 可 以 看 作 连 续 时 域 信 和 号 了 。 零 阶 保 
持 石 的 功能 是 把 反 量化 器 输出 信和 号 zs (1) 的 每 个 样 点 值 都 延续 一 个 采样 周期 ;以 此 产 
生 一 个 阶梯 形 的 输出 信号 zs (1)。 输 出 信和 号 zs) 内 在 采样 时 间 点 上 才 等 于 原来 的 模 
拟 信 号 ( 指 图 8-16 右 下 方 的 虚线 ), 在 其 他 时 间 上 则 完全 不 同 于 原来 的 模拟 信号。 


8-16 DAC 的 操作 可 分 解 为 反 量化 和 零 阶 保持 两 个 步 又 
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那么 ,有 是 什么 原因 使 DAC 的 输出 信号 与 原来 的 波形 有 这 样 的 不 同 呢 ? 把 图 8-16 
与 图 8-13 比较 后 可 知 ,原因 是 用 DAC 中 的 零 阶 保持 器 取代 了 图 8-13b 的 理想 低 通 滤 
波 器 。 所 以 , 零 阶 保持 器 蚌 问 题 所 在 ,也 是 我 们 在 下 面 要 讨论 的 。 

零 阶 保持 器 的 功能 可 以 用 图 8-17 来 
表示 ,图 中 的 了 为 离散 序列 的 采样 周期 。 
在 图 8-17 中 , 堆 阶 保持 器 把 zw (所 的 每 下、 2 ge 
个 样 点 值 保持 了 时 间 T 了 ,然后 回 到 零 ; 这 0 二- wl , 
就 生成 了 图 8-17c 中 的 阶梯 波形 x (2 。 


(a} xsnlf) i 


所 以 , 零 阶 保持 器 的 时 域 特性 可 以 表示 为 。 四 he 

图 8-17b 中 的 ho (tf)。 实际 上 ,上 (站 就 

是 零 阶 保持 器 的 冲击 响应 ,因为 它 的 每 一 J | 
个 输入 样 点 都 可 以 看 作 一 个 8 函数。 为 

了 计算 上 的 方便 ,我 们 把 图 8-17b 中 (9 oh 


has (四 的 高 度 设 为 1 了， 本 
我 们 来 分 析 零 阶 保持 器 的 频率 特性 。 ,一 


lr 97 47 
根据 图 8-17b 中 零 阶 保持 器 的 冲击 啊 应 
hs(D ,可 以 用 傅 里 叶 变换 来 计算 它 的 频 图 8-17 零 阶 保持 器 的 功能 
Ei 
Hy (wy) = 区 hn (He ™'dt = | 地 Xe”'d= a 一 已 》 一 Ga 一 已 和 ) 


(8-11) 
对 上 式 最 右边 括号 中 的 两 项 ,可 以 提出 公 因 子 exp( 一 jwT/2), 然 后 使 用 正 续 函 数 的 欧 
拉 恒 等 变换 。 这 样 ,上 式 变 为 ， 


—jiT ; Wr 3 
Halw) 一 和 下 《Ce 一 ee 开学 呈 全 (8-12) 


由 式 (8-12) 可 知 , 零 阶 保持 器 的 幅 频 啊 应 是 一 个 sinc 函数 ,或 者 说 , 零 阶 保持 器 是 一 个 
sinc 滤波 器 。 当 为 ws 的 整数 倍 时 , 式 (8-12) 的 正 疆 函数 中 的 弧度 数 为 ; 


TT wT 一 kx R= 0 le 


因此 , 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 在 w= 二 0 时 等 于 1; 在 整数 倍 于 ws 的 频率 处 都 等 于 零 。 根 
据 式 (8-12) 画 出 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 ,如 
图 8-18 所 示 。 

根据 式 (8-12), 零 阶 保持 器 的 相 频 响应 
等 于 一 wT/2, 是 线性 相称 

注意 :; 当 频率 上 越过 十 内. 士 3ug 等 频 
率 点 时 , 式 (8-12) 中 的 分 式 会 出 现 负 号 . 
对 8 -18 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 。 。 把 这 沾 员 导 归 入 相位 之 后 ,就 使 相位 产生 
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180 "的 突变 。 但 如 果 我 们 羽 考 虚 0 到 ws 的 主要 频率 区 , 相 物 就 是 线性 的 ， 

我 们 用 一 个 例子 来 验证 零 阶 保持 器 对 信号 相位 的 影响 。 这 个 例子 是 一 个 振幅 等 于 
1 的 离散 时 域 正 弦 信 号 , 它 的 频率 是 采样 频率 的 1/4, 所 以 ,在 每 个 信和 号 周期 了 内 有 4 个 
样 点 。 图 8-19 画 出 了 这 个 正弦 序列 经 过 DAC 的 反 量化 操作 之 后 得 到 的 采样 数据 信号 
rentt, 以 及 被 零 阶 保持 后 的 阶梯 波形 zuw(o。 图 中 假设 正 纺 序列 的 初 相 为 零 ， 从 
8-19b 可 以 看 出 ,DAC 的 零 阶 保持 操作 使 DAC 的 输出 信和 号 ua( 蚊 产生 了 ri4 的 相位 
延迟 。 这 个 一 zi4 的 相 移 是 由 式 (8-12) 中 的 相 频 响应 一 wT/2 产生 的 。 因 为 现在 的 正弦 
信号 的 频率 等 于 ws/4, 所 以 它 的 相 移 应 该 等 于 一 wT/2= 二 一 (ws/d) (2nws) /2 二 一 n/4。 


(a) 正弦 序列 被 反 量 化 之 后 的 波形 b) 经 过 保持 换 作 之 后 的 阶梯 波形 


图 8-19 一 个 正弦 序列 被 DAC 反 量化 之 后 得 到 的 采样 数据 信和 号 zp (7)， 
以 及 被 DAC 零 阶 保持 操作 之 后 的 阶梯 波形 zw (1) 

等 阶 保持 器 的 幅 频 响应 对 DAC 输出 的 连续 时 域 信 号 rw (DO 的 影响 可 以 用 图 8-20 
来 解释 .图 8-20a 表示 了 一 个 正 余 续 信号 被 采样 后 所 形成 的 线 谱 。 在 这 些 谱 线 中 ,只 
有 最 低频 率 处 的 那 条 谱 线 是 需要 的 ,其 他 所 有 频率 较 高 的 谱 线 都 是 不 需要 的 ,都 应 该 
用 理想 低 通 滤波 器 滤 除 。 图 8-20b 中 的 虚线 表示 了 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 ( 即 图 8-18 
中 的 曲线 ) ,也 就 是 零 阶 保持 器 的 滤波 作用 。 因 为 零 阶 保 持 器 的 幅 频 响应 不 像 理想 滤 
波 带 的 幅 类 响应 那么 好 ,所 以 ,那些 高 频谱 线 没 有 被 完全 滤 除 ,而 只 是 被 衰减 之 后 仍然 
进入 到 DAC 的 输出 信号 中 ,这 就 是 DAC 输出 信号 变 为 阶梯 形状 的 原因 。 这 些 被 衰减 
的 高 频谱 线 一 般 叫 做 “残余 镜像 ?。 消 除 这 些 残 余 镜 像 的 方法 是 在 DAC 之 后 使 用 一 个 
截止 频率 等 于 ws/2 的 模拟 滤波 器 。 如 果 这 个 模拟 滤波 器 有 很 好 的 过 沪 带 和 阻 带 特 性 ， 
那么 ,从 这 个 模拟 滤波 器 得 到 的 输出 信号 就 可 以 非常 接近 于 原来 的 模拟 信号 。 所 以 ， 
在 一 般 情况 下 ,DAC 的 后 面 要 有 一 个 抗 镜 像 模拟 低 通 滤波 器 ;这 就 好 比 在 ADC 之 前 一 
般 都 要 有 一 个 抗 混 琶 模拟 低 通 滤波 器 。 

DAC jendinent op erp 它 的 幅 频 啊 应 还 会 使 信号 通 带 
内 较 商 频率 的 成 分 受到 衰减 ,如 图 8-21 所 示 。 我 们 可 以 根据 式 (8-12) 计 算出 信号 通 
带 内 的 衰减 其 。 比 如 , 当 频 率 等 于 phic ent DAC 零 阶 保持 占 的 幅 频 
响应 衰减 到 了 0. 636, 即 图 中 的 一 4.0 dB。 对 这 个 帆 频 响应 训 减 的 补偿 可 以 在 离散 时 
域 或 连续 时 域 中 进行 。 图 8-21 画 出 了 两 种 最 简单 的 离散 时 域 补偿 意 波 器 的 幅 频 响 
应 。 其 中 的 FIR 补 丹 滤波 器 的 传递 函数 是 ， 
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和 gw ms Zws 306 ds Stos 
图 8-20 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 使 rw (好 中 执 带 了 大 量 的 “残余 镜像 "高 频 分 量 
H(z) 一 一 让 十 一 让 (8-13) IH. ton| Tn 
b + .FR 补 伴 
H(z) #1 (8B-14) -20+= | 

从 图 8-21 中 的 曲线 形状 来 看 ,这 两 个 滤 了 : . 
波 器 都 有 一 定 的 频率 补偿 能 力 。 当 然 , 我 们 0 ts Pr 
DAC 后 面 的 模拟 滤波 器 进行 补偿 。 应 及 其 离散 时 域 补偿 
小 结 


提高 数字 信和 号 采样 率 的 方法 是 插值 ,这 就 是 在 样 点 之 间 均 句 补 零 。 均 句 补 零 不 
会 改变 原来 数字 信号 的 频谱 。 但 在 补 零 之 后 必须 增加 一 次 低 通 滤波 ,以 滤 除 高 
频 区 内 的 多 余 频 谱 ， 

口 降低 数字 信号 采样 率 的 方法 是 抽取 ,但 必须 保证 抽取 操作 不 会 产生 频率 混 肥 ， 
所 以 ,在 抽取 之 前 的 低 通 滤波 有 时 是 必需 的 。 

结合 使 用 插值 和 抽取 可 以 任意 改变 数字 信号 的 采样 率 ， 

凯 计 算出 两 个 样 点 之 间 任 意 时 间 点 上 的 采样 值 的 方法 叫做 再 采样 ,这 是 从 理论 上 
把 离散 时 域 信 号 返回 到 连续 时 域 中 的 计算 方法 ,其 中 使 用 了 模拟 理想 低 通 滤 
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波 恬 。 

口 模拟 理想 低 通 滤波 器 的 系统 冲击 啊 应 是 一 个 时 间 上 无 限 长 的 sne 函数 。 在 实 
际 工作 中 都 是 使 用 恰当 的 窗 函 数 截 取 其 中 的 主要 部 分 。 

中 从 离散 时 域 返 回 到 连 综 时 域 的 时 候 ; 实 际 上 可 以 使 用 的 方法 只 有 DAC( 数 字 
PWM 也 可 以 完成 数 醒 转换 ,但 一 般 只 用 于 过 采样 的 情况 )。 而 且 在 DAC 之 
后 ,一 般 都 需要 增加 一 次 模拟 低 通 滤波 ,以 抑制 残余 镜像 。 同时 ,还 要 注意 零 阶 
保持 盖 对 通 带 内 较 高 频率 区 信号 的 误 减 ,在 必要 时 可 以 进行 数字 或 模拟 补偿 。 


习题 


8. 1 假设 语音 信号 的 采样 率 为 8 kHz。 为 了 正确 提取 语音 的 基 频 (也 叫 声调 ) ,一 
般 先 要 把 采样 率 降下 来 。 已 知 语音 基 频 的 最 高 频率 不 超过 500 Hz, 试 设计 这 个 语音 信 
号 的 变 采 样 率 框图 。 

8.2 在 产生 一 个 连续 时 域 正 弦 信 和 号 时 ,我 们 可 以 先 产 生 振幅 等 于 1 的 离散 正弦 
序列 YX mm, 然后 经 过 DAC 转换 成 连续 时 域 信 生 。 其 中 ,正弦 信号 的 频率 为 m ,采样 率 
为 ws。 

(1) 画 出 w= 二 wa/8 时 DAC 输出 信号 的 幅 频 谱 。 

(2) 画 出 ow 一 we/8 时 DAC 的 输出 信和 号 y(n)， 

(3) 确定 DAC 对 频率 位 于 (as 一 am) 处 的 第 一 个 镜像 谱 线 的 误 减 量 ， 

(4) 假设 要 产生 频率 ww 从 0 到 wsi4 的 正弦 信和 号, 试 确定 后 置 模拟 低 通 滤波 器 的 截 
止 频率 。 

8.3 我 们 想 用 一 个 截止 频率 为 us/2 的 理想 模拟 滤波 器 从 离散 序列 am 恢复 出 
原来 的 模拟 信号 a.(1)。 做 法 是 把 图 8-14 中 的 sinc 函数 的 垂直 轴 分 别 与 离散 序列 ain) 
中 的 每 个 样 点 对 齐 , 因 此 ,这 个 sinc 波形 就 可 以 看 作 由 每 一 个 样 点 atn) 产 生 的 连续 时 
域 渡 形 。 把 所 有 这 样 的 波形 释 加 起 来 就 可 以 重 构 模 拟 信 号 a. (0)。 试 画 出 大 要 的 秋 加 
波形 图 . 为 了 简化 画 制 过 程 ,我 们 假设 a(n) 都 等 于 1, 并 可 异 助 表 1-1， 
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离散 傅 里 叶 变 换 (DFET) 是 离散 时 域 中 的 频 域 分 析 工 具 , 它 可 以 显示 离散 时 域 信 号 
的 频率 组 成 ， 这 就 好 比 在 连续 时 域 中 用 傅 里 叶 级 数 表示 周期 信号 的 频率 组 成 。 从 主 
要 性 质 来 看 ,离散 时 域 中 的 DFT 与 连续 时 域 中 的 傅 里 叶 级 数 展开 非常 相似。 由 于 这 
个 相 亿 性 ,我 们 就 可 以 利用 情 里 叶 级 数 展开 导出 DFT 的 计算 公式 。 我 们 的 讨论 从 复 
指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 开 始 。 


9.1 复 指数 形式 的 倩 里 叶 级 数 


1.4 节 已 经 详细 叙述 了 把 连续 时 域 的 周期 信号 展开 为 博 里 叶 级 数 的 方法 。 我 们 假 
设 被 展开 的 连续 时 域 周 期 信号 z(t) 的 周期 为 T, ,因而 它 的 复 指 数 形式 的 傅 里 叶 级 数 
展开 式 就 像 式 (1-36) 那 样 。 为 了 本 章 和 叙述 的 一 致 性 ,我 们 用 天 代替 式 !1-36) 中 的 m 因 
而 式 (1-36) 改 写 为 ， 
Xt) = 十 站 -a6 下 "十 六 er 十 谨 十 六 "十 Xe 十 … 


Wb 


其 中 ,wo 二 2x/ To ,为 模拟 信号 xz (71) 的 频率 ,也 是 情 里 叶 级 数 展开 式 中 的 基 频 ,1 
(9-1) 中 各 复 指数 项 的 系数 ; 可 以 按照 式 (1-41) 计 算 ， 
人 加 示 | zl)e wd 此 一 一 F 虹 本 1 站， 本 (9-2) 


(9-1) 


9.2 离散 傅 里 叶 变 换 


由 式 (9-2) 可 以 得 出 一 个 对 于 DFT 很 有 用 的 结论 :把 周期 信号 x( 四 展开 为 复 指数 
形式 的 传 里 叶 级 数 的 方法 , 是 用 一 个 随时 间 而 围绕 单位 圆 旋转 的 单位 复 矢量 
exp( 一 jwoD) 去 乘 x() ,然后 计算 出 乘积 在 xz(4) 的 一 个 周期 内 的 积分 平均 值 ,其 中 
ku, 是 式 (9-2) 中 正在 计算 的 复 指数 分 量 的 频率 , 它 是 基 频 的 上 整数 借 。 

如 果 把 式 (9-2) 的 这 个 算法 移植 到 离散 时 域 中 ,就 可 以 这 样 说 :计算 离散 序列 z(m) 
的 DFT 的 方法 ,是 用 一 个 随时 间 而 围绕 单位 圆 旋转 的 单位 复 和 失 量 exp( 一 jkwonT) 去 冬 
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zf 然后 计算 出 这 个 乘积 在 ztn) 的 一 个 信和 号 周期 内 的 累加 和 的 平均 值 。 其 中 的 kw 
是 zt 的 第 上 个 DFT 分 量 的 频率 ,而 了 T 为 离散 时 域 的 采样 周期 

这 里 ,我 们 看 出 了 傅 里 叶 级 数 展开 与 DFT 之 间 的 一 个 不 同 点 ; 傅 里 叶 级 数 展开 中 
的 信号 周期 是 已 知 的 ;而 DFT 由 于 是 用 作 实 时 分 析 的 ,所 以 ,信和 号 周期 是 不 知道 的 。 
因此 ,对 于 离散 序列 xz(m) ,我 们 只 能 说 成 是 从 一 个 很 长 的 离散 时 域 信号 中 截取 下 来 的 
连续 的 NN 个 数字 样 点 。 这 个 截取 操作 表示 在 图 9-1 中 ,图 9-1a 中 的 xz, im) 就 是 那个 很 
长 的 离散 时 域 信号 ,而 图 9-1lb 中 由 N 个 样 点 组 成 的 离散 序列 zfm) 是 从 xz, (mn) 中 随 音 
截取 下 来 的 . 


XA) 


] 人 | 
下 : | 有 下 EL 
(本 Si | bE 
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< 向 左 侧 无 限 重复 伸展 一 六 个 样 点 -< 一 向 右 仙 无 限 重复 伸展 一 > 


图 9-1 从 数字 信号 x,tn) 中 截取 N 个 样 点 ,把 这 N 个 样 点 构成 的 
(2) 看 作 一 个 周期 ,向 两 侧 无 限 重复 伸展 而 构成 zw Cm) 


为 了 能 借用 连续 时 域 傅 里 叶 级 数 展开 的 计算 方法 ,我 们 必须 用 截 得 的 x(n) 构 成 一 
个 新 的 周期 信和 号。 其 做 法 是 把 z(m) 视 作 一 个 周期 ,并 以 这 样 的 一 个 周期 回 两 侧 无 限 重 
复 和 延伸 ,以 此 组 成 一 个 新 的 离散 时 域 周 期 信和 号。 这 就 是 图 9-1b 中 的 工 wew (m2); 它 的 
周期 T, = 二 NT。 这 样 之 后 ,我们 就 可 以 用 连续 时 域 中 傅 里 叶 级 数 展开 的 类 似 的 分 析 方 
法 ,对 离散 序列 x(n) 进 行 分 析 ， 

现在 就 可 以 参照 式 (9-2), 写 出 图 9-1b 中 由 NN 个 样 点 组 成 的 离散 序列 xz (n) 的 
DFT 计算 公式 ， 


(k= 3 Tin)e k= 0l12,.,N—1 (9-3) 
其 中 ,wo 二 2x/T, 二 2x/(NT) 是 znew (im) 的 频率 ,在 DFT 中 称 为 DFT 的 基 频 :了 T 为 采 
样 周期 。& 的 变化 范围 从 0 到 (CN 一 1), 这 是 因为 离散 时 域 系 统 的 频谱 是 以 采样 频率 
为 周期 而 循环 的 。 
把 上 面 的 wo 一 2r/fNT) 代 大 式 (9-3) 之 后 ,得 到 ， 
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XL) = 3 me k=0,12N—1 (9-4) 
我 们 通常 把 式 (9-4) 的 复 指数 中 的 常数 因子 exp( 一 j2x/N) 写 成 Ww: 
evN = Wh (9-5) 
在 DFT 中 ,Ww 被 叫做 旋转 因子 。 
在 使 用 了 式 (9-5) 的 旋转 因子 Wn 的 简洁 表示 之 后 ; 式 (9-4) 变 为 ; 
XE) = 3 a (9-6) 


式 (9-6) 就 是 常用 的 DFT 计算 公式 。 其 中 的 WS 随 着 上 和 的 递增 而 围绕 单位 圆 族 
转 , 所 以 叫做 黎 转 失 量 。 而且, 从 式 (9-5) 可 知 ,W 中 的 复 指数 是 负 的 ,所 以 ,旋转 天 基 
Wm 是 随 荐 上 与 n 的 递增 而 向 负 方向 ( 顺 时 针 ) 旋 转 的 。 此 外 ,类 似 于 式 (9-2) 中 积分 号 
之 前 的 比例 因子 1/T, ,在 式 (9-6) 的 连 加 号 之 前 也 应 该 有 一 个 比例 因子 1/N。 但 习惯 
上 的 做 法 是 把 它 移 到 DFT 反 变 换 的 公式 中 ， 

我 们 有 必要 解释 DFT 计算 公式 (9-6) 中 的 3 个 参数 ;NN、n 和 上 。XN 为 输入 序列 
z(tn) 的 样 点 数 , 也 是 DFT 输出 的 频率 点 数 , 即 XCE) 的 个 数 。7 为 输入 序列 (mn) 的 样 友 
序号 ;为 输出 频谱 久 (8) 的 序号 ;n 和 上 都 是 从 0 变 到 (N 一 1) 并 以 N 为 周期 而 循环 。 

DFT 中 这 3 个 参数 的 相互 关系 可 以 表示 在 图 9-2 中 ,图 中 的 N 二 8。 在 图 9-2 的 
左边 ,我 们 用 直线 表示 了 这 3 个 参数 之 间 的 关系 。 其 中 ,xz(n) 的 时 间 长 度 NT 确定 了 
DFT 的 基 频 w, = 二 2x/CNT)。 这 个 基 频 也 就 是 图 9-1b 中 那个 很 长 的 数字 信号 zwew (xm) 
的 频率 。 离 散 时 域 中 的 频谱 总 是 以 采样 频率 ws 而 循环 的 ,所 以 ,DFT 中 最 高 频率 分 量 
的 频率 总 是 比 ws 小 一 个 wo 。 


到 9-2 DFT 中 的 3 个 参数 ;:N,.a 和 不 。 图 中 N=8 
上 面 的 分 析 指 出 了 DFT 和 傅 里 叶 级 数 展开 的 一 个 不 同 点 : 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 
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谐 波 分 量 的 频率 是 趋 于 无 穷 大 的 ,而 DFT 频谱 中 的 最 高 频率 却 不 超过 采样 频率 ws, 尽 
管 DFT 和 傅 里 叶 级 数 展 开 在 其 他 方面 是 非常 相似 的 。 

由 于 DFT 中 的 到 和 于 (6 都 是 以 N 为 周期 而 循环 的 ,我 们 就 可 以 把 图 中 左边 的 
直线 形式 画 成 右边 的 圆周 形式 。 从 右边 的 两 个 圆 可 知 ,在 N=8 的 前 提 下 ,DFT 中 的 
(8) 就 是 x00) ,下 (9) 就 是 基 (1) ,等 等 ， 

最 后 ,我 们 从 图 9-2 还 可 以 知道 ,在 DFT 的 环境 中 ;时 间 和 频率 都 是 离散 的 ;但 在 
一 般 的 DSP 处 理 中 ,时 间 是 离散 的 ,频率 是 连续 的 。 


9.3 离散 傅 里 叶 反 变 换 


我 们 可 以 参照 式 (9- DD) 呈 世 DFT 反 变 揽 的 计算 公式 ， 
zt) = D3 NOW nls2y Nl (9-7) 


”上 式 右 边 的 1/N 是 从 式 (9-6) 中 移 过 来 的 。 旋 转 失 量 Ws* 是 随 上 入 的 递增 而 正 向 
( 逆 时 针 ) 施 转 的 ,这 与 式 (9-6) 中 WR 的 旋转 方向 正好 相反 。DFT 与 DFT 反 变换 在 具 
体 计算 时 就 内 有 这 点 差别 ， 

我 们 来 证 明 DFT 反 变换 公式 (9-7)。 只 要 把 式 (9-6) 代 人 人 式 (9-7) 的 右边 即 可 。 但 
必须 注意 把 式 (9-6) 中 的 变量 n 改 为 其 他 符 屿 ,比如 mw 这样 ,这 个 吉 就 与 式 (9-7}) 中 
的 nn 无关 ,两 者 可 以 独立 变化 。 这 样 之 后 , 式 (9-7) 的 右边 可 以 写 为 ， 


Ml | Na 
式 (9-7) 的 右边 = 站 bb rw | ww = 二 ;3 rlm) Wi ™ 
TY he | m=0 


I cd 本 三 帅 


上 陈 中 必 和 严 是 递增 变化 的 ,而 ?是 暂时 固定 的 ,因为 我 们 正在 试图 计算 式 (9- 门 左边 的 rtn)， 
把 上 式 右 边 的 两 个 连 加 号 交换 位 置 之 后 ， “可 以 得 到 ，: 


式 (9-7) 的 右边 = 二 人 3 rtm) Wi ™ (9-8) 


mj 二 


在 上 式 右边 , 随 着 mr 和 上 分别 从 0 变 到 (N 一 1)， 总 共 要 完成 NXxN 次 累加 。 在 这 Nx 
N 次 内 加 中 ,m 二 n 时 的 NN 个 乘积 项 都 等 于 zta)。 而 所 有 其 他 m 关 nn 的 乘积 项 ， 由 于 
zlm) 每 次 乘 一 个 不 同 的 复 指数 矢量 而 互相 抵消 。 这 其 实 就 是 复 指 数 信 和 号 的 对 称 性 ， 
我 们 用 一 个 具体 的 数值 来 说 明 。 

假设 "一 0, 这 就 是 说 ,我 们 正 试图 用 式 (9-87 计 算 zf07 在 式 (9-8) 中 ,为 了 计算 
Tt) ym 要 从 0 变 到 CN 一 1)。 我 们 先 计 算 sn 二 0 时 式 (9-8) 右 边 的 后 一 个 累加 和 ， 这 
时 ,要 从 0 蛮 到 CN 一 1)， 一 共 做 NN 次 累加 。 这 个 计算 社 程 本 以 司 为 : 


m 为 0 时 的 累加 和 = S 1(0)WS = > i(0)e = 了 ff0) = Nr(0) (9-9) 
我 们 再 来 看 m==1 时 的 累加 和 ， 这 也 要 做 N 次 累加 ， 
m 为 1 时 的 累加 和 = > zwWk = xz(1) SA en (9-10) 


上 到 看 
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利用 欧 拉 恒 等 变换 之 后 ,上 式 可 以 写 为 ; 
m 为 1 时 的 累加 和 = se cos (2xk/N) 让 sin (2xk/N) | (9-11) 
在 上 式 中 ,两 个 连 加 运算 中 的 余 强 晴 数 和 正弦 肾 数 都 分 别 走 过 一 个 整 周期 。 所 以 , 根 
据 正 余 纤 阻 数 的 对 称 性 ,两 个 连 加 运算 的 结 娄 痢 一 定 为 零 。 我 们 同样 可 以 证 明 , 当 
二 2、.3、*"*.N 一 1 时 ,相应 的 累加 和 也 一 定 都 等 于 零 ， 
所 以 , 当 n=0 时 , 式 (9-8) 可 以 演算 为 ， 


式 (9-7) 的 右边 一 Nz (0) 二 xt0) 
对 于 xn 的 其 他 值 ,同样 有 ; 
式 (9-7) 的 右边 二 Nz Cn) =r(n) 


这 就 证 明了 DFT 反 变 换 公 式 (9-7)。 我 们 将 在 后 文中 证 明 DFT 计算 公式 (9-6) 的 正 
确 性 ，。 


9.4 ”离散 全 里 叶 变 换 与 反 变换 小 结 


LDFT 的 输入 是 离散 序列 za ,DFT 的 输出 是 频谱 分 量 区 (8)， 

口 DFT 中 最 主要 的 参数 是 DFT 的 点 数 N;N 也 是 输入 序列 x(n) 的 样 点 数 和 输出 
频谱 的 频率 点 数 。 

在 DFT 中 ,输入 序列 zt 和 输出 频谱 (8) 都 是 以 N 为 周期 而 循环 的 。z (in) 
的 周期 是 NT, 而 XX(&) 的 “周期 "是 采样 频率 ms。 

口 DFT 输出 频谱 的 基 频 mw 等 于 2r7(NT) , 即 等 于 图 9-1 下 面 数 字 序 列 zwwow (mm) 
的 频率 ,也 是 XX(1) 的 频率 。 

L] DFT 输出 频谱 中 的 最 高 频率 为 (LN 一 lj) ;这 也 是 DFT 中 最 后 一 个 频率 分 量 
st 一 1 的 频率 ， 像 所 有 的 离散 时 域 系统 一 样 ,DFT 频谱 中 可 用 的 最 高 频率 
不 超过 采样 频率 mws。 

器 旋转 因子 Ww 是 DFT 中 最 基本 的 旋转 矢量 ,由 它 构 成 的 旋转 矢量 录 儿 和 钱 克 
在 DFT 算法 中 起 到 关键 性 的 作用 。 

LjDFIT 和 DFT 反 变换 的 计算 都 是 N 个 乘积 项 的 累加 ,其 中 的 每 个 绞 积 项 都 是 
I(n) 与 WN 或 Wh 的 乘积 。 


9.5 旋转 矢量 


DFT 和 DFT 反 变 换 的 计算 公式 (9-6) 和 公式 (9-7) 虽 然 有 些 复杂 ,但 也 是 有 规律 
的 :每 次 做 飞 法 时 ,都 是 将 x(n) 与 一 个 旋转 和 拓 量 Wh 或 Wn* 相 葬 ; 而 旋转 图 其 WS 或 
Ww“ 是 随 & 和 的 递增 而 旋转 的 。 所 以 ,理解 DFT 的 关键 就 是 理解 这 些 旋转 拓 量 . 
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使 用 具体 的 参数 会 使 讨论 比较 清晰 ,我 们 使 用 N= 二 8,DFT 中 的 离散 序列 x(n) 就 暂 
时 国定 为 8 个 样 点 。 因 此 , 样 点 序号 ”就 从 0 恋 到 7,DFT 频率 点 的 序号 下 也 从 0 变 到 
7。 此 外 ,DEFT 的 基 频 wu 一 2r/(8T)， 

可 以 把 基 频 ww 转化 为 用 归 一 化 频率 表示 ,这 就 是 把 基 频 wm" 除 以 采样 频率 ws, 再 乘 
以 2r。 这 样 , 归 一 化 基 频 为 ， 

人 2 和 一 2r 0 一 人 (3-12) 

下 面 解释 归 一 化 基 频 上 2, 的 意思 。 因 为 采样 频率 ws 的 归 一 化 频率 人 2s 二 2x, 因 此 可 
以 把 归 一 化 的 采样 频率 口 s* 看 作 围 绕 单 位 圆 一 周 的 2x 个 弧度 ,而 归 一 化 基 频 ,就 是 这 
样 一 个 圆周 的 N 分 之 一 。 这 也 是 DFT 计算 中 的 最 小 角度 。 在 N=8 的 具体 例子 中 ， 
归 一 化 基 频 0, 二 m4, 为 一 个 圆周 的 八 分 之 一 ， 

现在 来 讨论 式 (9-6) 中 的 旋转 矢量 WN ,现在 变 为 We 。 首 先 ,旋转 矢量 WY? 中 的 上 
表示 正在 计算 的 频率 点 :而 地 表示 样 点 序号 ， 在 把 上 和 Pa 结合 起 来 之 后 , 式 (9-6) 的 计 
算 过 程 就 可 叙述 为 :把 下 国定 为 0 到 7 之 间 的 革 个 值 , 然 后 使 从 0 变 到 7, 计 算出 8 个 
zt) 和 全 必 的 匀 积 项 :把 这 8 个 冬 积 项 加 在 一 起 ;就 计算 出 一 个 下 (&)。 然 后 可 以 令 怀 
加 1, 用 同样 的 方法 计算 出 第 二 个 X(R)。 但 在 计算 各 个 刁 C 人 的 时 候 , 由 于 天 的 不 同 ， 
WwW 的 旋转 速度 也 和 不同。 由 此 ,我 们 知道 ,” 的 递增 使 和 拓 量 W8% 等 速 旋转 ,而 上 的 值 确 定 
了 Wr 等 速 旋转 的 速率 ， 

我 们 把 上 面 对 WY 的 分 析 具 体 地 画 在 了 图 9-3 中 。 图 中 从 (a) 到 Ch) 的 8 个 圆 对 应 
于 上 从 0 变 到 7。 每 个 圆 中 的 到 是 复 矢量 W8 随 着 的 递增 而 旋转 出 的 8 个 位 置 。 
对 于 DFT 计算 公式 49-6) ,只 要 N= 二 8, 图 9-3 中 的 这 些 复 矢量 位 置 是 不 变 的 ， 

我 们 来 说 明 图 9-3 中 每 个 有 上 值 的 情况 。 在 图 9-3a 中 ,k=0, 这 表示 正在 计算 DFT 
中 的 零 频 分 量 X%40)。 由 式 (9-6) 可 知 , 旋 转 矢 量 是 不 动 的 , 恒 等 于 1,m 到 六 这 8 个 矢量 
重 登 于 正 实 轴 上 。 因 此 ,由 式 (9-6) 计 算出 的 结果 是 所 有 8 个 x() 之 和 。 如 果 队 以 8 
(这 个 操作 已 被 移 到 DFT 反 变 换 中 ) ,就 是 zin) 的 平均 值 . 

在 图 9-3b 中 ,k= 二 1。 这 是 在 计算 DFT 的 基 频 分 量 X(1)。 当 m=0 时 ,旋转 和 拓 量 位 
于 ww 的 位 置 。 随 着 ”的 递增 ,旋转 矢量 每 次 转 过 一 上 /4 的 角度 ,先后 旋转 到 图 9-3b 中 
从 到 疡 的 7 个 位 置 。 当 旋转 矢量 转 到 m 位 置 时 ,X(1) 就 计算 完毕 。&=1 是 旋转 矢量 
转 得 最 慢 的 情况 (tL==0 除外 ) 。 

当 此 二 2.3,4.5,6,7 时 ,旋转 矢量 的 转动 情况 是 相似 的 ,只 是 转速 越 来 越 快 。 这 就 
是 图 9-3c 到 9-3h 的 图 形 。 图 9-3h 中 的 旋转 矢量 的 转动 情况 与 图 9-3b 很 相似 ,这 是 
因为 图 9-3h 中 矢量 的 转动 速度 太 快 而 看 起 来 好 像 是 在 反方 向 旋转 。 此 外 ,图 9-3e 与 
图 9-3g 以 及 图 9-3d 与 图 外 3f 也 是 同样 的 情况 ， 这 其 实 反 映 了 旋转 矢量 WF 的 周期 性 
和 对 称 性 。 但 图 9-3a 和 图 9-3e 是 两 个 独立 的 情况 。 

由 图 9-3 可 知 , 在 N=8 的 情况 下 ,总 共有 8 个 不 同 的 位 置 。 如 果 N= 256, 就 有 
256 个 矢量 位 置 ,N 一 65 536, 就 有 65 536 个 和 朱 量 位 置 ， 
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图 9-3 把 上 固定 之 后 ,旋转 夭 量 We 随 的 增加 而 旋转 出 8 个 位 置 


9.6 整数 基 频 信号 分 解 到 DFT 频率 点 


由 于 DFT 计算 公式 (9-6) 是 依 车 旋转 矢量 WN 完成 的 ,所 以 ,我 们 也 应 该 把 输入 序 
列 x(n) 表 示 为 复 矢量 的 形式 ， 

和 完 假定 DFT 的 输入 信号 x () 是 一 个 由 NN 个 样 点 组 成 的 余弦 信和 号。 而 且 , 这 个 余 
强 信 号 的 频率 恰好 等 于 DFT 基 频 的 整数 倍 必 整数 基 频 信和 号 ”就 是 这 个 意思 )。 我 们 用 
ni 表示 这 个 整数 迟 (m= 二 0,] 本 因此 ,x CR 的 N 个 样 点 恰好 构成 了 目 已 
的 mm 个 整 周期 ， 这 样 的 一 个 余弦 信号 z(t 被 画 在 图 9-4 中 。 图 中 六 一 2, 即 信号 频率 
正好 是 DFT 基 频 的 两 倍 。 此 外 ,由 于 输 人 序列 应 该 被 看 成 是 周期 性 循环 的 ,所 以 ,我 
们 把 二 5 的 8 个 样 点 向 两 侧 周 期 性 地 无 限 延 伸 , 如 图 9-4 所 示 。 


in) 


8 个 样 点 
< 更 多 的 周期 一 米 - 2 个 周期 - 米 一 更 名 的 周期 一 
图 3-4 fm 的 8 个 样 点 构成 了 自己 的 两 个 周期 ,并 向 两 侧 周 期 性 地 延伸 ;mm 一 ? 


我 们 假设 这 个 余弦 信号 的 振幅 为 A ,初始 相位 为 零 。 所 以 ,这 个 余弦 信和 号 可 以 写 为 ， 
Ti 一 eeDs (mn nT) 开 一 个] 2 一 ] 【9-13) 
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其 中 ,ow 二 2x/ (CNT) ,是 DFT 的 基 频 ， 
把 ow 二 2x/(CNT) 代 人 式 (9-13) 之 后 ,就 可 以 得 到 ， 


1m) =Ancos (mnT)=Ancos (Fmn) n=0,1,2,." N=—1 (9-14) 
现在 根据 欧 拉 恒 等 式 把 式 (9-14) 中 的 余弦 函数 变 成 复 指 数 的 形式 ， 
(== (erm 十 ET (9-15) 


因为 复 指数 信和 号 总 是 以 它 的 幅 角 的 2r 为 周期 的 ,所 以 ,我 们 可 以 对 上 式 中 后 一 个 复 指 
数 的 指数 部 分 加 上 2nx, 以 使 幅 角 从 负 变 正 : 


并 ty 上 出 Se (eres 十 extwranmwN] (9-16) 


从 上 式 可 知 ,一 个 位 于 DFT 频率 点 站 上 的 余弦 信息 ,可 以 分 解 成 位 于 DFT 频率 点 m 
和 CN 一 m) 上 的 两 个 复 指数 信和 号。 由 式 (9-15) 和 式 (9-16) 可 知 , 这 两 个 复 指数 具 有 相 
等 的 幅度 和 相反 的 频率 ,因而 具有 相反 的 相位 。 这 就 是 说 ,如 果 知 道 了 x(n) 从 0 到 
us/2 频率 范围 内 的 特性 ,也 就 知道 了 它 在 ws/2 到 ws 范围 内 的 特性 。 显 然 , 我 们 只 需 讨 
论 zt 双 在 前 半 个 频带 范围 内 的 情况 。 这 就 是 式 (9-16) 右 边 的 前 一 个 复 指数 信号。 我 
们 用 zn) 表 示 这 个 复 指数 信号; 


TN) = Sn (9-17) 
现在 玉 庄 算 各 指数 学 到 wm) 的 DFT。 按照 DFT 计算 公式 (9-60) (人 应 该 为 ; 
0 过 (mW 一 人 ee 入" 一 eNim in (9-18) 


其 中 m 是 一 个 表示 z(n) 频 率 的 常数 ， 此 外 , 当 我 们 要 计算 某 个 (8) 时 ,上 是 相对 固定 
的 。 所 以 在 上 式 中 ,im 与 上 都 可 以 视 为 常数 ;而 1m 与 上 之 间 的 美 系 , 存 在 两 种 情况 : 
入 一 上 或 者 六 天 到 

当 mm 二 上 时 , 式 (9-18) 中 的 复 指数 项 恒 等 于 1 类似 于 式 (9- 急 中 的 情况 ]。 所 以 , 连 
加 运算 的 结果 就 等 于 N。 当 mm 了 上 时 ,NN 个 旋转 矢量 由 于 周期 性 和 对 称 性 而 互相 抵消 
[类 似 于 式 (9-10) 中 的 情况 ], 所 以 , 连 加 运算 的 结果 等 于 零 。 因 此 , 式 (9-18) 可 以 演 
算 为 ; 

| NA./2 =m 
XR) = 1 ns (9-19) 

整数 基 频 复 指 数 信和 号 zw) 的 N 个 下 (6) 就 这 样 很 容易 地 计算 出 来 了 ， 

我 们 来 解释 式 (9-19)。 在 式 (9-19) 中 , 当 上 =m 时 得 到 的 闫 (m} 的 幅 值 为 NA./2， 
是 信和 号 zz 原来 幅度 的 N 售 ,这 个 N 售 将 在 DFT 反 变换 时 用 除 以 N 来 抵消 。 克 Gm) 
的 幅 才 为 零 ,表示 XCzo 保 留 了 信和 号 xm 原来 的 相位 [这 就 是 图 9-+ 中 被 截取 的 第 一 个 
样 点 的 相位 ,也 就 是 式 (9-13) 和 式 (9-17) 中 的 初始 相位 ,这 个 相位 等 于 零 ]。 所 以 , 复 
指数 信和 号 Km 的 幅度 和 相位 信息 都 被 完整 地 保留 在 了 环 (7 中 。 所 有 天 站 的 磋 (R) 
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全 部 等 于 零 ,这 当然 是 正确 的 。 所 以 ,DFT 计算 公式 (9-6) 对 于 整数 基 频 信号 是 完全 正 


确 的 。 如 果 用 式 (9-16) 中 的 后 一 个 复 指数 信和 号 代替 zln) ,我 们 将 得 到 完全 相似 的 结 
果 : 光 (CN 一 m) 的 幅 值 为 NA, /2, 相 位 等 于 零 ; 而 其 他 的 (8k) 都 等 于 零 。 


9. 7 ” 非 整 数 基 频 信 号 分 解 到 DFT 频率 点 


非 整 数 基 频 信和 号 是 指 信号 的 频率 趟 是 DFT 基 频 的 整数 倍 。 图 9-5 中 的 信号 序列 
Zzs(n) 训 是 这 样 的 一 个 非 整 数 基 频 信号 。 图 中 的 信号 频率 等 于 DFT 基 频 的 2.5 售 , 即 
m 一 2.5。 所 以 ,ztn) 的 8 个 样 友 枸 成 了 目 己 的 2.5 个 周期 。 我们 仍然 使 用 N= 二 8, 而 
且 像 图 9-4 那样 ,把 这 8 个 样 点 向 两 侧 周 期 性 地 无 限 延伸 。 与 图 9-4 不 同 的 是 ,图 9-5 
中 在 两 个 8 样 点 周期 之 间 的 连接 处 有 非常 大 的 信号 突变 。 由 于 这 个 突变 ,信和 号 序列 
za(n) 的 DFT 频谱 就 会 有 相应 的 变化 。 本 节 就 是 讨论 这 个 变化 的 。 


xaln) 信号 突变 区 域 
[Py 


图 3-5 zztn) 的 8 个 样 点 构成 了 自己 的 2.5 个 周期 ,并 向 两 侧 周 期 性 地 延伸 ;1m 二 2.5 


我 们 采用 与 上 一 节 相 同 的 分 析 方 法 。 对 于 输入 序列 zx; (m0 ;我 们 内 选择 式 (9-16) 
中 的 前 一 个 复 指数 信和 号 ,也 就 是 式 (9-17) 中 的 那个 复 指数 序列 , 现 重复 如 下 ， 


(一 全 open 天 一 站 2 一 ] (9-20) 


但 现在 的 m 是 一 个 非 整 数 , 它 的 取 值 范围 在 0 与 Ni2 之 间 , 比 如 在 图 9-5 中 
是 m= 二 2.5。 

我 们 仍然 利用 DFT 的 计算 公式 来 计算 这 个 复 指数 序列 z(n) 的 DFT。 按 照 式 (9- 
6) ,Ck) 为 ; 


Ml Ml | | 
XRD = YD rz)WS = 5 Mem hn 人 > em kn | (9-21) 


2 
该 式 与 式 (9-18) 在 形式 上 是 完全 一 样 的 。 
由 式 49-21) 可 知 ,X(A 由 两 部 分 组 成 :第 一 部 分 是 式 (9-21) 中 连 加 号 之 前 的 部 分 ， 
它 表 示 了 信号 xm 的 振幅 472 和 相位 (这 个 相位 等 于 零 , 所 以 没有 显现 ) ;第 二 部 分 是 
后 面 的 N 个 复 向 量 的 累加 和 。 我 们 只 需 分 析 第 二 部 分 。 
在 第 二 部 分 中 ,我 们 用 d 表示 频率 差 (m 一 上 ) ,用 矢量 wd) 表示 N 个 矢量 的 累 
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我 们 先 分 析 式 (9-22) 中 的 指数 部 分 。 其 中 的 2x/N 是 把 单位 圆 N 等 分 之 后 取 其 一 。 
为 了 便于 说 明 ,我 们 使 用 N=8。 所 以 ;每 等 分 为 2x/8 二 /4。 如 果 式 (9-22) 中 的 d 等 
于 1, 那 么 ,旋转 矢量 exp0j2mdn/NN) 就 等 于 exp(jnr/4)。 因 此 , 随 着 nn 从 0 变 到 7 了 ,旋转 
天 量 exp(jnxi4) 围 绒 单 位 圆 走 过 一 周 。 如 果 式 (9-22) 中 的 4d 不 等 于 1 ,那么 ,旋转 矢量 
的 转速 就 会 变 快 或 变 慢 。 当 |m 一 有 | 二 1d| 二 1 时 ,旋转 和 拓 量 的 转速 就 变 惕 ;如 果 
| im 一 上 | 二 |d| 袜 1; 旋转 矢量 的 转 回 就 加 快 。 
我 们 先 假定 |d| 二 1, 比 如 mm 二 2. 5( 这 是 图 9-5 中 
的 情况 ), 上 =2, 所 以 =m 一 上 = 二 0.5。 可 以 根据 
式 (9-22) 画 出 旋转 笑 量 随 n 的 递增 而 旋转 到 的 8 个 
位 置 ,如 图 9-6 所 示 。 由 于 d=0. 5; 这 8 条 矢量 走 过 
了 上 半 个 圆 (d 起 到 了 调节 旋转 速率 的 功能 , |zl| 一 1 
使 转速 变 惕 )。 为 了 计算 d=0.5 时 的 式 (9-22) 的 累 
加 值 , 可 以 先 把 图 9-6 中 的 这 些 矢量 两 两 相 加 ,然后 
再 加 在 一 起 。 比 如 ,mW 十 四 一 由 390 一 78.75" ,十 wm 
一 .1111 一 78.75， 等 等 这样 就 得 到 4 个 侣 矢量 。 
因为 幅 角 相同 ,所 以 内 要 把 这 4 个 各 矢量 的 模 相 加 就 
可 以 得 到 总 的 合成 矢量 的 模 , 而 合成 矢量 的 幅 角 仍然 是 78.75"。 由 此 ,我 们 可 以 方便 
地 得 到 d=0.5 时 的 8 条 矢量 累加 和 的 模 ， 
| wd) | 一 | v0,5) |= 0.390 二 1.111 二 1.662 二 1.962 二 5.125 (9-23) 
所 以 , 式 (9-22) 中 的 累加 值 wa) 王 MO0.5) 一 5.125.78.75"。 在 和 6 节 整 数 基 频 的 情况 
下 yd 二 m 一 上 二 0 所 以 ,8 对 和 朱 量 重合 于 正 实 轴 上 ,它们 的 音 矢 量 的 模 就 等 于 8, 即 
IO 一 8。 显 然 , |v(0) | 为 最 大 值 ,其 他 合 矢量 的 模 都 小 于 | p00)|, 比 如 ,|vwc0, 5)| 
< 一 | CD) |。 
由 式 (9-22) 可 知 , 如 果 d 一 六 一 上 一 洲 5, 那 玄 图 9-6 中 的 8 和 茶 和 拓 量 将 以 实 轴 为 对 
称 而 折 区 到 下 半 个 单位 圆 内 。 它 们 的 合成 复 矢量 就 一 定 等 于 Med) 一 以 一 0 5)=5. 125 
达 一 78.75"。 由 此 可 知 ,v( 习 的 模 是 偶 函 数 , 而 它 的 幅 角 是 奇 函 数 。 因 此 ,知道 了 d=0 
的 情况 ,也 就 知道 了 d < 一 0 的 情况 。 
在 知道 了 wd) 的 具体 合成 过 程 之 后 ,我 们 再 来 计算 式 (9-22)。 式 (9-22) 中 的 和 N 
小 复 舌 量 是 一 -个 以 A N 个 复 笑 量 的 合 和 拓 量 为 ; 
pe) = > UL 1 一 可 einifed 一 Gind) DO Mintid) 


图 9-6 旋转 笑 量 随 m 递增 的 8 
小 位 置 , 可 三 丽 一 下 一 避 . 5 


下 sin(xd/N) 
(9-24) 
把 式 (9-24) 代 信 式 (9-21) 之 后 ,得 到 DET 的 输出 频谱 ; 
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A ~ (NIN _ sin (rd a 上 jn mR N—1) MN sn LxCm ©— k) ] 
人 一 € me em |- 2 [a a rl (9-25) 


其 中 ,mn 为 0 与 Ni2 之 间 的 一 个 非 整 数 (m 为 整数 时 ,上 式 也 成 立 , 这 就 是 9.6 节 讨论 
的 内 容 )。 

式 (9-24) 和 式 (9-25) 描 述 了 DFT 是 如 何 把 一 个 任意 频率 的 复 矢 量 信号 xm 分配 
给 每 一 个 芒 (&) 的 。 式 (9-24) 右 边 的 那个 指数 部 分 给 出 了 把 信号 分 配 到 每 一 个 关 (k) 的 
相位 改变 量 。 式 59-24) 右 边 的 两 个 正 纺 函 数 之 比 5 近 似 于 sinc 图 数 ?给 出 了 把 信和 号 分 
配 到 每 一 个 X( 如 的 幅度 改变 因子 。 

我 们 把 式 (9-24) 中 的 |vian) | 与 频率 差 4 二 m 一 上 之 间 的 关系 画 在 图 9-7 中 (仍然 使 
用 N=8)。 由 式 (9-24) 可 知 ,p( 中 与 六 尼 ) 一 样 是 以 N 为 周期 循环 的 ,所 以 只 需 画 出 从 
一 Ni2 到 Ni2 范围 内 的 |via)| ,在 本 例 中 就 是 4。 此 外 ,在 图 9-7 中 还 标 出 了 式 (9-23) 
中 天 一 上 0.5 时 的 计算 缚 果 :| DO. 5)| 三 5. 125。 


图 9-7 信号 分 配 到 DFT 频率 点 时 的 幅度 与 频率 差 d 的 关系 


有 了 图 9-7 的 曲线 ,就 可 以 计算 出 任何 频率 的 信号 被 DFT 分 配 到 每 个 频率 点 上 的 
幅度 | (| 。 如 果 频 率 差 d= 二 mn 一 上 等 于 一 个 整数 ,由 图 9-7 可 知 , 这 个 信号 的 幅度 全 
部 给 了 信号 自己 所 在 的 那个 DFT 频率 点 。 如 果 频 率 差 d= 二 m 一 上 为 非 整 数 , 那 么 信号 
的 频率 位 于 DFT 的 两 个 相 邻 的 频率 点 之 间 。 这 时 ,信号 就 要 把 自己 的 幅度 分 配给 所 
有 的 DFT 频率 点 ,而 分 配 的 规则 就 是 式 (9-24) 和 式 (9-25) 以 及 图 9-7 中 的 曲线 ， 

9.6 节 和 本 节 中 的 这 些 报 述 旨 在 说 明 这 样 一 个 问题 ; 当 信 和 号 的 频率 为 DFT 基 频 整 
数 倍 (包括 零 频 ) 时 ,DFT 的 计算 公式 (9-6) 是 完全 正确 的 。 但 当 信 和 号 的 频率 不 是 DFT 
基 频 的 整 倍数 时 ,计算 公式 (9-6) 就 把 信和 号 分 配 到 了 DFT 的 每 一 个 频率 点 。 其 中 ,把 信 
号 分 配给 信号 频率 两 侧 的 两 个 DFT 频率 点 是 正确 的 ;把 信号 分 配 猴 信和 号 频率 两 侧 非 
癌 邻 近 的 DFT 频率 点 也 是 可 接受 的 :但 把 信 生 分 配给 离开 信和 号 频率 较 远 的 那些 DFT 
频率 点 ,就 引起 了 频谱 的 误差 。 我 们 把 这 样 的 频谱 误差 叫做 “和 进 漏 ”。 我 们 的 目的 是 尽 
量 减少 DFT 的 “泄漏 "。 这 是 下 面 .9.9 节 要 讨论 的 问题 。 


9.8 DFT 的 性 质 


在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 已 经 提 到 并 使 用 了 DFT 的 一 些 性 质 。 本 节 将 集中 讨论 
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DFT 的 几 个 主要 性 质 。 不 难看 出 ,DFT 的 主要 性 质 就 是 旋转 拓 量 全 8 的 性 质 。 所 以 ， 
首先 讨论 旋转 矢量 WS 的 性 质 。 

旋转 矢量 的 基本 性 质 是 它 的 周期 性 和 对 称 性 。 它 的 周期 性 可 以 从 图 9-3 中 看 出 。 
因为 WS 是 以 幅 衣 的 2x 倍 为 周期 的 ,所 以 , 当 幅 角 到 达 一 2x( 即 一 2xkn/N 二 一 27, 或 者 
kn 二 和 N) 的 时 候 ,W% 就 会 因 周 期 性 而 回 到 1; 然 后 , 随 着 有 和 nn 的 增加 再 重复 一 个 周期 。 
因此 , 当 N=8 时 ,Wi==WWsWe 二 Wa ;等 等 。 

旋转 矢量 Ww 的 男 一 个 特性 是 它 的 对 称 性 :旋转 矢量 是 以 幅 角 的 x 而 奇 对 称 的 。 
比如 ,Wi 二 一 Ws ,Ws 三 一 Wi 等 。 这 个 周期 性 和 对 称 性 可 以 把 众多 的 旋转 矢量 WS 化 
简 到 最 基本 的 一 些 矢量 位 置 上 。 这 是 DFT 的 许多 性 质 的 根本 所 在 ,也 是 FFT 快速 算 
法 的 根本 所 在 。 

证 明 旋 转 拓 量 WS 的 周期 性 和 对 称 性 是 很 容易 的 。 比 如 ,WS 的 周期 性 可 以 证 明 
如 下 : 


WN— Ee- ja st MN me jamb N 证 =g sh = 和 (9-26) 
利用 同样 的 方法 ,可 以 证 明 旋 转 矢 量 WR 的 奇 对 称 性 ， 
WN NE iN tN Ye (1) =— We (9-27) 
此 外 ,我 们 也 可 以 证 明 WS 与 WN “" 互 为 共 示 复数 ， 
Wh 6 En £N 一 ER 一 可 所 (9 -28 
因为 WN 与 WN“" 的 幅 角 互 为 相反 数 ,所 以 WS 与 WN “" 互 为 共 思 .。 
9.8.1 线性 全 加 
DFT 的 线性 秋 加 性 质 可 以 表达 为 ， 
Ar(m i By(moeAX(E + BYE) (9-29) 


其 中 ,A 和 上 B 为 任意 常数 。 式 (9-29) 可 以 斤 述 为 ;两 个 离散 序列 线性 县 加 后 的 序列 的 
DFT 等 于 这 两 个 离散 序列 的 DFT 的 线性 释 加 。 这 个 性 质 可 以 容易 地 通过 DFT 的 定 
义 来 证 明 。 


9. 8.2 时 移 定 理 


DFT 的 时 称 定 理 可 以 表达 为 ， 
rtn— oN Ww (9-30) 
上 式 的 意思 是 ,如 果 DFT 的 计算 不 是 像 通常 那样 从 离 敬 序 列 的 第 一 个 样 点 x(0) 
开始 ,而 是 从 x( 一 开始 ,那么 ,与 通常 从 zf0) 开 始 计 算出 来 的 买 (1 是 不 同 的 。 这 个 
不 同 点 是 要 把 XC(R) 乘 以 WN ,而 因子 WN 二 exp( 一 j2xkm/N) 内 是 司 玉 (k) 的 相位 有 一 
个 延迟 ;或 者 说 ,每 一 个 XC6) 都 有 一 个 与 下 和 点 成 正比 的 相位 延迟 。 所 以 ,时 域 中 的 
时 间 延 返 等 价 于 频 域 中 的 相位 延迟 。 此 外 ,由 于 DFT 中 zin) 的 周期 循环 性 ;上面 所 说 
的 x( 一 0) 显 然 是 指 x(N 一 mm)。 
现在 证 明 时 移 定理 。 我 们 从 式 (9-30) 的 左边 开始 ,输入 序列 ztn 一 mw) 的 DFT 可 以 
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写 为 
| 
Xk) = VY x(n mW (9-31) 
而 


把 其 中 的 WN 分 解 为 两 个 因 式 Ww”” 和 WW 。 其 中 的 WN 与 4 无关, 可 以 提 到 连 加 号 
之 前 。 这 样 之 后 ,上 式 变 为 ， 


Nl 
Kk) = WE zn Wu ™ (9-32) 


因为 z(t) 和 Ww 是 周期 性 循环 的 ,所 kK , 上 式 中 的 连 加 运算 就 是 xtn) 的 DFT 变换 
X(k) ,并 且 与 m 的 取 值 无 关 。 我 们 用 具体 的 数据 来 说 明 这 一 点 。 比 如 ,使 用 N==8 和 
二 3。 这 样 之 后 ,法 从 0 变 到 7 的 时 候 , 式 (9-32) 的 连 加 运算 中 的 8 个 习 积 项 可 以 
号 为 ; 
rx We 
x— 2)We™ 
z(— DW 
(tO) WS 
x{tl)We (9-33) 
rl2) Ws 
T(t3) We 
工 (二 ) WE 
由 于 zt 和 Ww 都 是 以 N==8 为 周期 而 循环 的 ,我 们 可 以 改写 上 式 中 的 前 三 项 ,使 式 
(9-33) 变 为 ; 
(SW 
rl) Ws 
rw 
TOI WS 
z(tl1)Ws 
rt2 We 
工人 DT 
rT 
显然 ,上 式 就 是 用 x(n) 计 算 XX(k) 时 的 8 个 习 积 项 。 也 就 是 说 , 式 (9-32) 中 的 连 加 运算 
的 车 来 确实 是 XX(k)。 
所 以 ;由 式 (9-32) 得 到 ， 


(9-44) 


KR) = RCI WE (9-35) 
这 就 证 明了 式 (9-30) 的 时 移 定 理 。 
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9. 8.3 频 移 定 理 


DFT 的 频 移 定理 可 以 表达 为 ，: 
(De 了 eX — m) (9-36) 

该 式 的 意思 是 ,对 离散 序列 xz(n) 梯 以 exp(j2mmn/ 和 N) 之 后 , 它 的 DFT 变换 (4k}) 就 不 同 
于 原先 的 外 (k)。 这 个 不 同 点 是 把 原先 的 基 (k) 进 行 m 次 循环 右 秽 。 这 是 因为 式 (9- 
36) 左 边 的 因子 exp(j2xrmm//N) 表 示 了 一 个 频率 m 信 于 基 频 的 单位 复 指数 。 用 这 个 因 
子 去 乘 z( 台 ,就 使 z(tm) 中 的 各 个 频率 分 量 都 有 m 信 于 基 频 的 频率 增加 ,因此 ,它们 对 
应 的 频谱 关 (k) 也 要 向 高 频 方 向 有 m 次 右 移 。 我 们 的 证 明 从 式 (9-36) 的 左边 开始 ，。 

式 (9-36) 左 边 的 DFT 为 ， 


Xa Ck) = 3 rmeiy Wy = > rn We Ws (9-37) 
把 上 式 中 的 两 个 旋转 矢量 We 和 全 合并 之 后 ， 式 (9- -37) 变 为 ， 
Xin Ck)= 人 Drm WE (9-38) 
对 上 式 使 用 变量 代 换 & 一 点 十 由 之 后 ， 上 式 可 以 写 为 
Xu Ch 二) = :2 rtn) We (9-39) 


在 上 式 的 右边 , 当 句 ==0 时 ,我 们 得 到 X(0); 当 局 二 1 时 ,我 们 得 到 六 (1); 等 等 。 所 以 ， 
式 (9-39) 的 右边 就 是 zln) 的 DFT 变换 天 ()。 这 样 , 式 (9-39) 可 以 改写 为 ， 


Kia(ki +m) = Xk ) (9-40) 
把 前 面 的 变量 民 换 再 变 回 来 , 即 用 如 = 一 m 代入 上 式 之 后 ,上 式 变 为 ， 
eh (二) 二 天 (大 一 击 ) (9-41) 
式 (9-41) 完 全 等 于 式 (9-36) 的 右边 ,所 以 就 证 明了 式 (9-36) 的 频 移 定理 


9. 8. 4 ”循环 卷 积 


在 4.4.4 节 的 卷 积 定理 中 ,我 们 见 到 了 两 个 离散 序列 的 时 域 卷 积 。 在 连续 时 域 中 
也 有 相似 的 情况 ,如 图 8-15 中 的 时 域 卷 积 。 这 些 卷 积 叫做 线性 差 积 。 但 在 DFT 环境 
下 ,rt 和 天 (都 是 周期 性 循环 的 ,所 以 两 个 离散 序列 之 间 的 卷 积 就 变 为 “循环 郑 
积 ”。 下面 讨 论 在 DFT 中 的 循环 卷 积 ， 

DFT 中 的 循环 卷 积 的 性 质 可 表示 为 ， 


一] 


2 Tm y(n — mA)YE) (9-42) 


= 


其 中 ,左边 的 nn 和 右边 的 上 都 是 从 0 变 到 (N 一 1). 上 式 的 意思 是 ,如 果 ztn}) 和 ytn}) 是 
两 个 NN 个 样 点 的 离散 序列 ,而 它们 的 DFT 分 别 为 下 (RD 和 YY( 和 )。 那 又 ,CRY 与 (I 
相 釉 就 等 价 于 ztn) 和 y(n) 之 间 的 循环 卷 积 。 我 们 来 证 明 式 (9-42)。 

在 式 (9-42) 的 左边 , 当 n 取 0 到 (N 一 1) 中 任何 一 个 值 的 时 候 ,就 由 连 加 运算 计算 
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出 一 个 卷 积 值 。 所 以 ,这 样 的 卷 积 值 总 共有 N 个 。 这 N 个 卷 积 值 就 组 成 一 个 离散 序 
列 ,我 们 把 这 个 离散 序列 叫做 utn) ,并 可 以 写 为 ; 


同一 | 
un) = 2) rim) y(n Oo m) 下 一 02 一 工 


xf 的 DFT 可 以 计算 为 : 本 
UR) = 3 un We = 3 3 [rim y(n — m) WS (9-43) 
在 交换 了 上 式 中 的 两 个 连 加 号 .并 把 WW 拆 成 WN" 和 WW 两 个 因 式 之 后 , 式 (9-43) 变 为 
UR) = y 全 r(m y(n— mW ™ We (9-44) 


于 六。 和 本身 


上 式 中 ,对 于 后 一 个 连 加 号 ,mi 是 常数 ;所 以 ,可 以 把 xtm) 提 到 两 个 连 加 号 之 间 。 这 样 
之 后 ,上 陈 变 为 ; 
UR) = 2 zm { YD yn 一 四 有 和 | WS (9-45) 


上 式 中 ,我 们 用 了 一 个 大 括号 ; 它 的 意思 是 ,在 式 (9- 岂 ) 的 最 后 3 项 的 连 乘 运算 中 ,我 
们 把 Wx 作为 公 因 子 而 提 到 了 太 插 号 之 外 ， 

在 式 (9-45) 的 大 括号 中 ,由 于 yn 一 和 WS 都 是 以 N 为 周期 的 ,所 以 ,无 论 兽 
在 0 到 (N 一 1) 的 范围 内 取 什 么 值 ,大 括号 内 的 累加 和 总 是 等 于 Y(k)。 这 已 经 在 前 面 
用 式 (9-33) 和 式 (9-34) 证 明 过 了 。 因 此 , 式 (9-45) 可 以 改写 为 ， 


Nl 
Uk) = >) rm YR WY (9-46) 
现在 ,Y( 和 ) 已 经 与 mw 无 关 T 了 ,因而 可 以 提 到 连 加 号 之 前 。 这 样 , 式 (9-46) 变 为 ， 
N=] 
UO) = YR DD rm WY = XODYE) (9-47) 
图 一 站 


这 就 证 明了 式 人 9-427) 的 循环 郑 积 。 
9.8.5 帕 塞 伐 尔 定 理 


DFT 中 的 帕 塞 传 尔 定理 可 以 表达 为 : 
2 | x(n) | = 2 | XRY | (9-48) 


该 式 的 意思 是 :在 DFT 环境 中 ,一 个 信号 在 时 域 中 的 功率 与 频 域 中 的 功率 是 相等 的 。 

我 们 先 用 一 个 具体 的 序列 来 验证 式 (9-48) 的 正确 性 。 假设 N=8, 而 且 假 设 输入 
序列 的 8 个 样 点 都 等 于 1。 因此 , 式 (9-48) 的 左边 等 于 8。 对 于 式 (9-48) 的 右边 ,由 于 
恰 入 序列 是 一 个 直流 信号 ,所 以 , 它 的 DFT 中 只 有 XX(0) 等 于 8, 其 他 的 XC(k) 都 等 于 
等 ,等 式 右边 的 连 加 运算 就 等 于 64。 在 考虑 到 式 (9-48) 等 号 右边 的 17N 之 后 ,右边 的 
计算 结果 就 等 于 8。 所 以 , 式 (9-48) 的 两 边 是 相等 的 。 

对 于 帕 塞 伐 尔 定理 的 证 明 , 主 要 是 利用 了 DFT 和 DFT 反 变 搞 以 及 旋转 矢量 的 周 
期 性 和 对 称 性 。 我 们 在 下 面 给 出 其 中 的 一 种 求证 思路 ,并 将 这 个 定理 的 证 明 作为 本 音 
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的 一 道 练习 题 。 

为 了 便于 证 明 ,假设 式 (9-48) 中 的 工 (为 实数 ,所 以 ,那个 取 匆 对 值 符 号 可 以 去 
除 。 然 后 把 xf) 表示 为 DFT 反 变 换 。 最 后 ,还 需要 证 明 一 个 复数 取 模 之 后 的 平方 等 
于 这 个 复数 与 其 共 簿 复数 的 乘积 。 


9. 8.6 对 称 性 


DFT 的 对 称 性 可 以 表示 为 下 面 3 个 表达 式 ， 
(1) rm) | SKE) =X* CN—k) 
(2) TOn) | sna KE) | on, rm (9-49) 
(3) TCn) | orm SKE) | om 
这 3 个 表达 式 的 意思 依次 为 ; (1) 如 果 zx(n) 为 实数 ,那么 大 ( 表 与 下 (N 一 咎 必定 共 郝 ; 
(2) 如 果 xm 为 偶 对 称 实数 ,那么 (有 也 是 偶 对 称 实数 [ 偶 对 称 是 指 关 于 zxCN/2) 或 
CN/2) 的 个 对称,z(0) 与 xCN/2) 以 及 (0) 与 汪 (N/2) 可 以 为 任意 值 ];(3) 如 果 zf 为 
奇 对 称 实数 ,那么 多 (如 是 奇 对 称 虚 数 [ 奇 对 称 是 指 关 于 zxCN/2) 或 汪 (N/2) 的 奇 对 称 ,而 
X(0) 与 ZCN/2) 以 及 (0) 与 汪 (N/2) 都 必须 为 堆 ]。 这 3 个 对 称 性 都 可 以 通过 DET 的 定 
义 以 及 WS 的 对 称 性 和 周期 性 来 证 明 。 我 们 在 这 里 仅 证 明 式 (9-49) 中 的 第 三 个 对 称 性 。 
从 式 (9-49)(3) 的 左边 开始 ,zx(n) 的 DFT 为 ， 


N=] 


其 (有 = Yr Ws (9-50) 


画 国 中 


因为 xtn) 是 奇 对 称 的 ,所 以 x(0) 和 xzCN/2) 都 等 于 零 ,而 fl) 一 一 zf(MN 一 1) ,zf2) 一 
一 XN 一 204; 因 此, 半 (0) 一 定 为 零 。 对 于 (N22), DFT 计算 中 的 旋转 矢量 为 
WN ,所 以 ,旋转 矢量 随 n 的 递增 而 反复 地 等 于 1 和 一 1; 再 根据 ztn) 的 奇 对 称 性 ， 


CN 2) 就 一 定 等 于 零 。 
对 于 其 他 的 臣 () ,在 把 式 (9-50) 中 奇 对 称 的 各 项 两 两 台 并 之 后 ,可 以 得 到 ， 
XEY = 3 rn WS — We ] (9-51) 


根据 本 节 开 始 时 证 明 过 的 旋转 矢量 共 示 性 [ 式 (9-28)], 式 (9-51) 中 的 WS 与 Wi 是 
互 为 共 纯 的 , 即 两 者 的 实 部 相等 , 虚 部 相反 。 所 以 ,WS 与 WAN" 之 差 就 一 定 是 纯 虚 数 ， 
因此 X( 如 也 是 纯 虚 数 。 此 外 ,根据 第 一 个 对 称 性 可 知 , 针 () 与 基 (N 一 如 是 共 二 的 ,而 
现在 的 苹 () 又 都 是 纯 虚 数 , 所 以 ,XX(8) 二 一 X(N 一 启 ， 

前 面 已 经 证 明 过 了 XI(0) 和 革 (N,//2) 都 等 于 零 ,所 以 久 (8) 就 是 奇 对 称 的 。 这 就 证 
明了 式 49-49) 中 的 第 三 个 对 称 性 。 


例 9-1 用 单位 脉冲 序列 验证 9. 8. 2 节 的 时 移 定 理 ， 
单位 脉冲 序列 可 以 写 为 ; 
0 


zn) = Bm = | (9-52) 
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它 的 DFT 为 : 
Xk) = > a ws =] k=0,12"N—] 
现在 把 单位 脉冲 序列 5 循环 右 移 mi 个 样 点 后 ,得 到 新 的 样 点 序列 ， 


] n= mm 
Tn) = nm = 和 于: 
利用 9.8.2 节 的 时 称 定理 , 右 称 之 后 的 序列 的 DFT 可 以 写 为 ， 
和 一 (ETA 一 全 和 (9-53) 
现在 再 用 DFT 的 定义 来 计算 右 称 后 的 序列 zw tn) 的 :DFT， 
Xtk) = 人 Ta Cn WH 一 E Bn — m) WS (9-54) 


在 上 式 布 边 的 六 个 乘积 项 中 ,只 有 ma 一 普 的 那个 乘积 项 不 为 零 ,而 相应 的 旋转 矢量 wy 一 Wo 。 所 
,上 式 的 计算 结果 为 ， 

大 《有 = We C9-55) 
式 59-55) 和 式 (9-53) 的 结果 相等 ,也 就 验证 了 9. 8.2 节 的 时 称 定 理 。 


9.9 窗 函 数 的 特性 


在 9.7 节 中 ,我 们 讨论 了 信和 号 的 频率 不 是 基 频 整数 倍 时 的 泄漏 效应 。 那 里 的 DFT 
计算 结果 表示 为 式 (9-24)7 和 式 (9-25), 其 中 , 式 (9-24) 的 区 ad 与 式 (9-257 的 ( 有 只 相 
差 一 个 比例 因子 A.7/2, 并 且 我 们 还 将 |weaD)1 画 成 图 9-7 中 的 曲线 ， 

如 果 把 图 9-7 中 的 |wCd)| 曲 线 平移 到 X(Ct) 的 图 形 中 ,并 使 |wedy| 曲 线 的 中 心 频率 
与 信号 频率 相 重 合 ( 现 在 假设 信号 频率 冲 =1.75), 就 可 以 得 到 图 9-8 中 用 虚线 画 出 的 
这 条 |(a)| 幅 频 曲线 。 这 里 ,我 们 假设 A, /2==1, 所 以 ,图 中 的 | vte) | 曲线 和 | 臣 (8) | 曲 
线 完全 一 样 。 图 中 非常 容易 地 由 |Wx)| 计 算出 了 m= 二 1.75 时 的 8 个 |X(h)|。 当 71m 为 其 
他 值 时 ,只 要 在 水 平方 向 上 左右 平 称 |rCia) | 曲线 ,就 可 以 得 到 相应 的 | XG&)|， 

eh 信和 号 所 在 的 顿 率 位 置 


图 9-8 用 式 (9-25) 计 算出 的 DFT 各 频率 点 上 的 幅度 ,其 中 上 =2,m 二 1.75 
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那么 ,如 何 来 减少 图 9-8 中 =0,3,4,5,6,7 的 这 些 汇 调 呢 ? 首先 , 式 (9-24) 给 我 
们 指出 了 泄漏 的 原因 ,这 就 是 式 (9-24) 右 边 的 两 个 正弦 果 数 之 比 , 而 这 样 两 个 正 纯 
数 之 比 是 由 于 我 们 使 用 了 矩形 窗 。 从 矩形 窗 的 形状 来 看 ( 见 图 9-11), 它 的 两 端 是 突然 
截止 的 ,因而 产生 了 图 9-5 中 两 个 8 样 点 周期 之 间 交 接 处 的 信号 突变 ,并 由 此 引起 很 大 
的 频谱 泄 潮 。 我 们 设想 ,如 上 果 使 窗 函 数 的 两 端 缀 慢 地 趋 于 委 , 因 而 使 图 9-5 中 每 个 8 样 
点 周期 的 两 端 也 比较 平 绰 地 趋 于 等 ,那么 ,在 一 个 由 NN 个 样 点 组 成 的 周期 中 的 太 部 分 
样 点 仍然 保持 了 原来 信和 号 的 特征 ;而 在 两 并 的 交接 处 ,由 于 信和 号 被 改 减 得 非常 小 ,由 此 
产生 的 错误 的 频率 分 量 也 就 非常 小 。 这 样 的 DFT 的 泄 泌 一 定 会 很 小 。 这 就 是 窗 函 数 
的 基本 思 踏 。 在 施加 了 两 端 呈 缓慢 趋 于 零 的 窗 函 数 之 后 ,图 9-5 中 的 信号 x;(n) 就 变 
为 图 9-9a 中 的 信和 号 zw(n)。 尤 其 是 在 实际 应 用 中 ,NN 一 般 都 选择 得 比较 大 ,所 以 ,一 个 
窗 函 数 中 可 以 包含 许 雪 个 信号 周期 ,这 就 变 成 了 像 图 9-9b 中 那样 的 情况 。 图 9-9b 中 
的 虚线 表示 了 一 个 呈 缓 坡 状 赵 于 零 的 窗 函 数 ; 所 以 ,加 窗 后 信号 xm(n) 的 大 多 数 周期 
保持 了 原来 的 特性 ,而 两 端的 波形 突变 的 幅度 又 被 窗 函 数 大 大 缩小 J 


4 | zw 窗 函 数 


Pal cr- 
| ye 


窗 函 数 长 度 一 一 一 


te 重复 的 周期 > Sm 
(al 图 9-5 中 信号 x(m) 加 窗 后 的 情况 册 ) 实际 信号 加 窗 后 的 情况 
图 9-9 使 用 两 问 绥 悍 趋 于 零 的 窗 孙 数 , 既 保 留 了 信号 的 特征 叉 减少 了 两 端的 信和 号 突变 


由 于 窗 函 数 是 减 小 DFT 浊 尘 的 最 有 效 的 方法 ,我 们 将 在 下 面 分 别 讨 论 和 矩形 窗 、 汉 
于 窗 . 汉 明 窗 和 布莱克 曼 窗 这 4 个 常用 的 窗 函 数 ,然后 对 这 4 个 窗 函 数 进 行 对 比 , 找 出 
适合 具体 应 用 的 窗 函 数 ， 
9.9.1 和 撼 形 窗 

息 形 血 第 定 冯 为 : 

EN = 1 n= 0， ld “一 ] (9-o0) 
根据 z 变换 的 定义 式 (4- -100 和 矩形 窗 的 z 变换 为 ， 

Wa (#) = > 和 -二 (9-57) 


从 上 式 可 知 , 惩 形 窗 有 NN 个 零点 ,其 中 有 一 个 零点 在 
一 1, 并 与 分 母 中 位 于 * 一 1 的 那个 极点 互相 抵消 ;其 
他 的 (六 一 1 个 零点 则 均匀 地 分 布 在 单位 圆 上 ,如 
图 9-10 所 示 ; 图 中 N= 二 16。 因 为 位 于 = 一 工 的 一 对 零 
极点 互相 抵消 ,所 以 和 矩形 窗 有 一 个 低 通 的 特性 。 


图 9-10 和 抑 形 窗 的 零 极点 位 置 
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l—e oT GT 


Nie sin (NoT/2) 2) 


可 一 
到 te) 一 li—ew En 3 sin (wT /2) 
(9-58) 
根据 式 (9-58) ,可 以 写 出 矩形 窗 的 幅 频 特性 : 
wry) | = | Sin (No wT/2) | 


正如 本 节 前 面 所 说 的 ,矩形 窗 的 幅 频 特 住 是 两 个 正弦 函数 之 比 ,与 式 (9-24) 类 似 ， 当 ow 
从 0 变 到 折 共 上 于 率 ms/2 时 ,分 母 中 的 正 艾 函数 从 0 变 到 1, 使 分 式 的 值 逐 渐变 小 。 与 
此 同时 ,分子 中 正 络 函数 的 角度 以 N 倍 于 分 母 的 速率 而 变化 ,使 幅 频 特性 出 现 N/2 个 
零 值 。 整 个 分 式 呈 现 减 幅 振 荡 , 它 的 幅 频 特性 示 于 图 9-12 中 ， 


图 9-11 4 种 最 常用 窗 函 数 的 形状 图 9-12 和 抑 形 窗 的 幅 频 特性 ,一 32 


应 该 说 明 的 是 ,在 式 (9-59) 中 ,w==0 时 的 幅度 增益 应 该 等 于 N; 但 图 9-12 中 的 幅 
频 特 性 是 对 于 直流 增益 归 一 化 的 。 图 9-13 至 图 9-15 中 的 幅 频 特性 也 是 对 于 直流 增益 
归 一 化 的 。 这 是 窗 函数 与 滤波 器 不 同 的 地 方 。 
9.9.2 汉 宁 窗 

汉 宁 窗 是 把 余 汞 函数 向 上 提升 一 个 余 蕊 函数 的 振幅 而 形成 的 ,所 以 又 叫 升 休 蓝 
窗 。 它 的 表达 式 为 ; 


Tn (NN) = 一 总 ,5 一 由 cog | nt Ol NN—] (9-60) 


nn ) 
NO—1 
汉 宁 和 多 是 侦 对 称 的 ,也 就 是 www (Rn) 一 www (N 一 1 一 12) ,所 以 , 它 的 频率 特性 可 以 表示 为 
耕 干 个 余弦 函数 之 和 。 为 了 人 恒 于 说 明 ,我 们 假设 N=32。 因 此 , 式 (9-60) 蛮 为 ， 

Th CH = 0 5 — 0 5cobs (0, 2027n) n= O12 3]1 (9-61) 


由 上 式 可 以 写 出 汉 宁 窗 的 z 变换 ， 


3 
Wma (2) 一 hh [0.5— 0., 5cos C0. 2027n) ] > 
型 到 人 


， (9-62) 
2 [0. J CO 人 0. S008 (OO, 2027n) |(ge™ 十 ly) 
因此 , 汉 宁 窗 的 频率 特性 为 ， 
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15 
Wenr) 一 》 [0.5 一 0.5cos (0.2027n) J(e™ 十 ein ) (9-63) 
上 式 右 边 的 两 个 复 指数 在 提取 公 因 子 exp( 一 3831wT/2) 之 后 ;就 可 以 交换 成 余弦 
图 效 : 
镍 wwte) = y， [0. 5—0, 5eos (0. 2027 门 ] x 2. 0e TT 00s [ (31— 2n)wT/2] 


m= 


= em SNC1,0—cos (0, 2027n) Jeos [C31—2n) wT/2] (9-64) 
由 上 式 可 知 , 汉 宁 窗 的 幅 频 特性 是 由 16 个案 强 函数 登 加 而 成 的 ,这 就 是 ; 
「 Wis Ce ) | 二 pA 0 一 cogs (0, 2027n) Jcos[L (31— 2n) wT/2] (9-65) 


rem 65) 就 可 以 计算 出 N= 二 32 的 识 末 和 窗 的 幅 频 特性 这 个 幅 频 特性 示 于 
图 9-13 中 。 
从 上 式 可 以 扩展 到 N ET 


Wwe) |= > #00 (# | ) je | 2 区] (9-66) 


9.9.3 汉 明 窗 


充 明 窗 与 议 宁 窗 都 是 用 余弦 范 数 构成 的 ,所 以 很 相似 。 它 们 的 不 同 点 是 在 窗 郴 数 
的 两 端 。 汉 宁 窗 的 两 端 逐 渐 衰 减 到 零 , 而 汉 明 窗 的 两 端 逐 渐 衰 减 到 满 幅 的 0. 08 左右 。 
汉 明 窗 的 表达 式 为 ; 


Wn Eh dons (二 ) 


使 用 推导 汉 宁 窗 幅 频 特 性 的 相同 方法 ,我 们 可 以 得 到 N=32 时 的 汉 明 窗 幅 频 特 性 。 它 
- 也 是 由 16 个 余弦 函数 全 加 而 成 的 ; 


EE 
Whommas CE) |= 2» [1.08—0.92c0s (0.2027n) Jcos [C31— 2n) wT /2] 
可 一 让 


= Ql dw]1 (9-687) 


《9-68) 
利用 式 (9-68) 可 以 计算 出 N= 32 时 的 汉 明 窗 的 幅 频 特性 。 这 个 幅 频 特性 示 于 
图 9-14 中 ， 


WOTEH 
-| 
了 全 


图 9-13 设 宁 窗 的 幅 频 特性 ,六 王 32 图 3-14 议 明 窗 的 帆 频 特性 ,NN 二 32 
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从 上 式 可 Dai N 值 时 的 汉 明 窗 的 幅 频 特性 ， 
[Whom le ) | = 人 [1. 08—0. 92cos (WT) |eos | CN 一 1 一 2 | 
C9-69) 
9.9.4 布莱克 曼 窗 


布莱克 曼 窗 集合 了 汉 宁 窗 和 汉 明 窗 的 思路 ,这 可 以 从 布 药 克 曼 窗 的 表达 式 中 看 
出 来 ， 


Wh CN) = 0 42 = 0. Scos i )+0. D8cos [ee ft 焉 一心 en 一 ] 


《9=-70) 
由 上 式 可 知 ,mwusf0) 一 0 和 sfN 一 1) 一 0, 所 以 ,布莱克 曼 窗 的 两 端 是 趋 于 零 的 。 
使 用 推导 汉 宁 窗 和 汉 明 窗 幅 频 特性 的 相同 方法 ,我 们 可 以 得 到 N=32 时 的 布 药 克 
曼 窗 的 幅 频 特性 。 它 由 32 个 余 续 函数 得 加 而 成 ; 
| Wihaas Ce™ ) | 一 3 [0. 84— cos (0. 2027n) 十 0. l6cos (0. 4054n) Jcos [ (31— 2n) wT/2 | 


(9-71) 
利用 式 (9-71) ,可 以 计算 出 N=32 时 的 布 药 元 坚 窗 的 帆 频 特性 。 这 个 幅 频 特性 示 于 
9-15 中 ， 
从 上 式 可 以 扩展 到 任意 N 值 时 的 布莱克 意 窗 的 幅 频 特性 ， 


[WET) | = D7 [0.84— eos ( 直 )+ 0, 16eos (HE ) leos | (N—1—2n) | 


N 一 1 AN 一] 
(9-72) 


图 9-15 布 药 克 友 窗 的 幅 频 特性 ,NM 一 32 


9.10 ” 窗 阔 数 的 比较 


对 窗 函 数 的 比较 ,就 是 比较 它们 降低 DFT 泄漏 的 能 力 。 在 本 节 中 ,我 们 将 说 明 
窗 销 数 的 功能 表现 为 窗 函 数 频谱 与 信号 频谱 之 间 的 循环 卷 积 ,并 通过 这 个 循环 卷 积 
达到 降 泄漏 的 目的 。 在 这 之 后 ,我 们 将 通过 一 个 非常 接近 实际 的 频谱 测试 方法 ,对 4 


Hf0 Hm i 
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个 窗 函 数 的 降 泄 淹 功能 进行 比较 。 最 后 ,根据 比较 的 结果 , 丝 出 窗 函 数 选 择 的 一 些 
建议 。 


9. 10. 1 窗 函 数 引 起 频谱 的 循环 卷 积 


我 们 现在 来 讨论 窗 函 数 如 何 收 改 信和 号 的 DFT 频谱 。 窗 函数 与 输 人 序列 zin) 是 相 
乘 的 关系 ,这 正好 与 9.8.4 节 的 情况 成 对 偶 。 所 以 ,我 们 可 以 预期 ,两 个 输 人 序列 相 乘 
的 DFT 应 该 对 应 于 这 两 个 序列 DFT 的 循环 卷 积 。 情 况 确 实 如 此 ,而 且 有 : 


Ar- 
人 六 守 X(NYO—1) (9-73) 
I jel 


上 式 中 ,如 果 把 xtn) 看 作 输 入 序列 ,把 y(n) 看 作 窗 函数 序列 ,那么 等 式 有 有 边 的 卷 积 运 
算 斌 是 输入 序列 zcn) 加 窗 之 后 的 DFT， 

下 面 解释 式 (9-73)。 为 了 便于 说 明 , 假 设 N=4, 并 用 wu(n) 表 示 式 (9-73) 左 边 的 
I(D XD) ;因而 UC) 就 是 zx) ytn) 的 DFT; 再 用 WC8) 表 示 式 (9-73) 的 右边 ,我 们 先 
来 看 下 ==0 时 的 0) 和 V00)， 

由 式 (9-73) 的 左边 得 到 ，; 

U0) = x(O yO0) + zy(1) + zr(2)y(2) + xr(3) y(3) (9-74) 

把 式 (9-73) 右 边 的 XX( 四 和 YY( 一 小 替换 成 DFT 计算 式 (9-6)。 这 样 , 式 (9-73) 右 边 
变 为 : 

VO = 人 X(NY(— 1 = E22 rw][ yn Ws” | (9-75) 
把 上 式 右边 两 个 方 括号 的 相 乘 展开 之 后 ,可 以 得 到 16 项。 我 们 把 nn 等 于 0.1.2.3 的 4 
个 蒋 积 项 放 在 前 面 的 方 括号 中 ,把 其 他 的 12 个 桶 各 项 放 在 后 面 的 方 括号 中 ,就 得 到 下 
面 的 形式 ， 
VO0) = = 2, {Lx y0) + zDD yO) + ry) Fr yD CaO yDW 十 …]) 


(9-76) 
由 于 连 加 运算 的 1 是 从 0 变 到 3 的 ,后 面 那个 方 括 号 中 的 各 项 将 互相 抵消 ,累加 值 一 定 
为 零 。 因 此 ,上 式 变 为 ， 
VD) = zy0) + ry) + ry2) + r(3) y(t) C9-77) 
这 就 验证 了 当 上 =0 时 式 (9-73) 的 正确 性 ，。 
对 于 此 二 1,2,3 的 情况 ,我 们 同样 可 以 验证 式 (9-73) 的 正确 性 。 比 如 当下 一 3 时 ， 
式 (9-747) 变 为 ， 
D003) 一 TO0)X0 十 LDL + ry OW + rN y DW (9-78) 
而 式 (9-75) 变 为 ， 


rs 一 > 和 XKDYC3 一 让 二 i [2 zwWe ][ 2 ym Wi Wo ] 
上 式 中 对 Y(3 一 四 使 用 了 9. 8. 3 节 的 频 称 定理 ， 
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相应 地 , 式 (9-77) 就 变 为 ， 
V3) = xr(O yO + zDD yDWS + xD yO WG + rDNA (9-79) 
因此 ,UG3) = 二 V(3)。 这 就 验证 了 式 (9-73) 对 所 有 的 上 值 都 是 正确 的 。 通 过 上 面 的 验 
证 ,我 们 实际 上 也 已 经 证 明了 式 (9-73) ;在 DFT 中 ,两 个 输入 序列 的 相 乘 意味 着 这 两 
个 输入 序列 的 DFT 的 循环 卷 积 . 


9. 10. 2 循环 卷 积 的 计算 过 程 


由 上 一 节 知 道 , 窗 函数 对 依 号 频谱 的 修改 是 通过 两 者 频谱 的 循环 卷 积 实现 的 。 这 
_ 节 将 具体 说 明 这 样 的 循环 卷 积 实际 上 是 如 何 完成 的 仍然 使 用 N 二 8, 并 使 用 
式 上 9-17) 中 的 复 指数 信和 号 ,但 我 们 可 以 随意 变动 一 下 这 个 复 措 数 信 和 号 的 频率 ,比如 把 
mm 从 1.75 恋 为 1.5。 这 是 很 简单 的 ,只 要 在 图 9-8 中 把 曲线 循环 左 移 0.25 个 DEFT 基 
频 。 这 个 m 三 1.5 的 复 指 数 信 和 号 的 DFT 幅度 谱 现 在 被 示 于 图 9-16 中 。 下 面 用 类 形 窗 
来 说 明 式 (9-73) 右 边 的 郑 积 是 如 何 进 行 的 。 
N= 二 8, 和 矩形 窗 的 DFT 可 以 表示 为 : 
Ys (k)— WE (9-80) 
由 旋转 矢量 W$ 的 对 称 性 和 周期 性 可 知 , 仅 当 =0 时 ,Ya (局 才 等 于 8; 当 大 为 其 他 值 


时 ,一 概 为 等 。 在 对 Ymwa (进行 归 一 化 之 后 ,我 们 得 到 了 图 9-17 中 的 矩形 徐 频 谱 。 


图 9-16 一 个 复 指 数 信 号 的 帆 讼 谱 ,m 二 1. 5:N=8 


这 里 需要 对 和 矩形 窗 的 DFT 式 (9-80) 和 9.9, 1 节 中 的 矩形 窗 频 率 特性 式 (9-58) 之 
间 的 关系 做 一 个 说 明 。 首 先 ,9.9. 1 节 中 对 和 矩形 窗 
频率 特性 的 分 析 是 在 通常 的 离散 时 域 中 进行 的 ， eal 
所 以 频率 是 连续 的 ;而 式 (9-80) 所 表示 的 是 抢 形 
窗 的 DFT, 它 在 频率 上 是 离散 的 ,只 在 8 个 频率 点 
上 才 有 频谱 值 。 但 是 , 如 果 对 9.9.1 节 中 的 
式 49-587 计 算出 它 在 单位 圆 N 等 分 的 那些 频率 点 
上 的 值 ,也 可 以 得 到 与 式 (9-80}) 相 同 的 结果 ;或 者 
说 ,对 式 (9-58) 在 N 等 分 的 频率 点 上 进行 “采样 ”， 


图 9-17 矩形 窗 的 DFT,N 一 上 
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就 得 到 式 (9-80) 的 结果 。 因 此 ,从 图 9-12 到 图 9-15 的 4 个 窗 函 数 的 填 率 特性 也 完全 
确定 了 相应 窗 了 肾 数 的 DFT 频谱 。 此 外 ,从 功能 上 看 , 式 (9-58) 被 用 作 一 般 离散 时 域 的 
窗 函 数 特性 ,比如 ,用 于 7, 4.2 节 窗 函 数 法 FIR 滤波 器 的 设计 等 ;而 式 (9-80) 则 用 于 
DFT 频谱 的 降 泄 泪 。 上 面 的 说 明 对 于 其 他 的 窗 晴 数 也 同样 适用 ， 

现在 把 图 9-16 中 的 信和 号 幅 论 谱 与 图 9-17 中 矩形 窗 的 幅度 谱 做 循环 卷 积 。 循 环 卷 
积 有 两 种 做 法 ,我们 的 做 法 是 固定 信号 的 频谱 ,移动 窗 函 数 的 频谱 ,如 图 9-18 所 示 。 
图 中 的 | 写本 是 图 9-16 中 的 复 指 数 信号 的 幅度 谱 。 对 于 图 9-17 中 的 矩形 和 窗 的 幅 
度 谱 , 首 先 要 按 水 平 轴 赣 转 , 再 把 道 转 后 的 幅度 谱 向 右 侧 循 环 延 伸 一 倍 ( 循 环 卷 积 就 是 
靠 这 个 延伸 一 信和 实现 的 ) ,然后 放 人 图 9-18 中 。 这 样 之 后 ,我 们 就 可 以 移动 这 个 幅度 
谱 , 使 它 的 纵 坐 标 依次 与 | 于 (站 | 的 [一 0 一 上 一 7 对 准 , 这 就 是 图 中 的 |Y ,ws(& 一 站 | 。 在 每 
次 对 准 后 ,计算 出 所 有 8 个 频率 点 上 的 累加 和 ,就 可 以 得 到 一 个 循环 卷 积 。 图 9-18 中 


的 & 一 3, 所 以 正在 计算 V《 3 。 
由 图 9-18 可 知 , 这 个 循环 卷 积 得 到 的 结果 一 定 是 与 图 9-16 中 信号 原来 的 幅度 谱 


完全 一 样 的 。 这 就 是 说 ,加 和 拖 形 窗 不 会 改变 原来 信 生 的 频谱 。 原 因 很 简单 ,因为 
图 9-18 中 的 矩形 窗 的 幅度 谱 只 在 大 一 上 =0 时 等 于 1, 在 其 他 7 个 频率 点 上 都 等 于 零 。 
所 以 ,每 个 循环 卷 积 的 8 个 乘积 项 中 ,只 有 一 个 乘积 项 不 为 零 。 

这 使 我 们 想起 一 个 重要 问题 :因为 选用 了 矩形 窗 , 所 以 在 循环 郑 积 中 没有 出 现 复 
数 相 加 的 情况 ,因此 ,图 9-18 中 循环 卷 积 的 计算 方法 是 正确 的 。 但 是 ,如 果 选 用 其 他 
的 窗 函 数 ,比如 选用 图 9-19 中 的 汉 宁 窗 ,那么 ,每 个 循环 卷 积 中 的 8 个 乘积 项 中 会 有 客 
个 不 等 于 零 。 根 据 式 (49-73) 右 边 的 连 加 运算 ,这 些 不 等 于 零 的 乘积 项 应 该 使 用 复数 相 
加 的 方法 。 像 图 9-18 中 那样 简单 地 使 用 模 相 加 的 计算 方法 一 定 会 引信 误差 ,所 以 ， 
39-18 只 能 看 作 示意 性 的 ,或 用 作 近 似 估 算 。 但 循环 卷 积 的 计算 方法 本 身 是 正确 的 ， 
它 的 问题 是 计算 起 来 太 复 杂 。 我 们 将 在 下 面 用 另 一 种 简单 的 计算 方法 来 分 析 4 个 窗 
晒 数 的 降 涝 洞 能 力 。 


图 9-18 窗 函数 幅度 谱 与 信和 号 幅度 谱 之 间 的 循环 卷 积 图 9-19 汉 宁 窗 的 DFT,N=8 
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9. 10.3 通过 频谱 测试 比较 窗 函 数 的 泄漏 


这 一 节 中 ,我们 将 通过 一 个 测试 来 比较 不 同窗 函数 的 降 泄 漏 能 力 ,而 使 用 的 计算 
方法 有 是 式 (9-73) 的 左边 , 即 直接 用 序列 的 相 乘 来 计算 DFT, 因 而 不 需要 使 用 麻烦 的 卷 
积 。 测 试 采 用 了 图 9-20 中 的 流程 。 它 的 操作 顺序 是 ,选择 一 个 余弦 信号 ,使 它 的 频率 
位 于 DFT 的 两 个 相 邻 频率 点 之 间 的 中 点 。 在 图 9-20 中 ,这 个 频率 选择 为 采样 频率 的 
0. 178604。 然 后 用 和 不同 的 窗 函 数 对 这 个 余弦 信 生 截取 六 点 ,做 DFT 计算。 对 于 DFT 
的 NN 个 输出 六 ( ,确定 出 哪些 属于 信号 ,哪些 属于 泄 泌 ( 确 定 的 规则 在 下 面 说 明 ), 并 
以 此 计算 出 信号 功率 和 泄漏 功率 。 而 泄漏 功率 与 总 功率 (信号 功率 和 泄漏 功率 之 和 ) 
之 比 就 用 作 窗 盯 数 泄 濡 的 度量 。 因 为 这 里 使 用 了 余 藤 信和 号 作为 DFT 的 输 人 ,所 以 这 
个 测试 方法 非常 接近 于 实际 使 用 DEFT 进行 谱 分 析 的 情况 。 整 个 测试 是 用 CC 代码 完成 
的 ,而 且 用 FFT 代替 了 DFT.， 

余 纺 信号 的 看 作 信号 


余弦 信号 _AN 个 样 点 的 项 如 


.178 004s 


的 XA 
图 9-20 窗 函 数 泄 油 的 测试 流程 


测试 中 的 一 个 重要 参数 是 DFT 的 点 数 N ,我 们 选择 8.64.512.4096 和 32 768。 对 
于 DFT 输出 频谱 的 信号 与 泄 潮 的 区 分 ,采用 比较 接近 实际 的 做 法 :对 于 8 点 DFT, 选 
择 信 号 频率 两 侧 各 1 个 症 (&) 作 为 信号 , 即 羡 (1) 入 (2), 其 他 6 个 下 (都 认为 是 泄 
漏 。 对 于 64 点 DFT, 选 择 信 号 频率 两 侧 各 3 个 XX(&) 作 为 信号 ,其 余 为 泄 滑 。 对 于 512 
点 .4096 点 和 32 768 点 DFT, 则 分 别 选择 信号 频率 两 侧 各 5 个 、7 个 .9 个 下 (k) 作 为 信 
号 ,其余 为 泄 沁 。 我 们 用 这 个 测试 流程 对 4 个 窗 函 数 进行 了 测试 。 测 试 所 得 到 的 泄漏 
功率 与 总 功率 之 比 以 分 贝 为 单位 ,表示 在 图 9-21 中 ， 


3 
图 9-21 4 种 窗 函 数 的 降 泄 漏 能 力 的 比较 
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由 于 加 惩 形 窗 等 于 没有 加 窗 函 数 , 所 以 , 窗 晒 数 降 泄漏 的 比较 可 以 用 矩形 窗 作为 
参照 。 由 图 9-21 可 知 , 这 4 个 窗 函 数 的 降 泄 潮 能 力 依次 为 布 革 克 曼 窗 . 汉 宁 窗 、 汉 明 
窗 .矩形 窗 。 而 且 , 它 们 的 降 泄 漏 能 力 都 可 以 用 图 9-12 至 图 9-15 中 的 窗 函 数 幅 频 特性 
来 解释 。 

在 图 9-15 中 ,布莱克 曼 窗 的 第 一 个 旁 准 下 降 到 了 接近 一 60 dB, 而 且 在 这 之 后 又 很 
快 降 到 一 80 dB 与 一 dB 之 间 。 这 说 明 , 布 葬 克 曼 窗 把 它 的 能 量 的 绝 大 部 分 集中 在 它 
的 主办 中 。 因 此 , 当 它 的 频谱 与 信和 号 频谱 做 循环 卷 积 的 时 候 , 就 把 信和 号 的 绝 大 部 分 功 
率 保持 在 了 信和 号 频率 两 侧 的 ,等 于 布莱克 曼 窗 主 约 宽度 的 频率 范围 和 内。 布莱克 曼 窗 的 
主 妈 宽度 为 算 形 窗 的 3 售 , 即 3 个 频率 点 的 宽度 ,所 以 , 当 N=64 而 选取 信和 号 频率 两 侧 
各 3 个 频率 点 为 信和 号 功率 的 时 候 , 实 际 上 就 把 几乎 所 有 的 信号 功率 包含 在 了 这 个 频率 
范围 内 。 这 在 图 9-21 中 表现 为 当 N==64 时 ,泄漏 很 快 降 到 大 约 一 55 dB。 当 N 继续 增 
加 时 , 泄 调 还 在 进一步 减少 ,这 是 因为 布莱克 曼 窗 的 旁 礁 也 还 在 不 断 下 降 ， 

汉 宁 黎 的 情况 与 布 葬 克 曼 窗 比较 相似 。 当 NN 从 8 点 增加 到 64 点 时 , 汉 宁 窗 的 泄 
洱 也 很 快 下 降 到 接近 一 40 dB。 其 原因 是 与 布 芋 克 曼 窗 相 同 的 , 即 信 号 频率 两 侧 的 3 个 
频率 点 几乎 包含 了 信号 的 全 部 功率 。 此 外 ,图 9-13 中 的 汉 宁 窗 的 幅 频 特性 从 第 一 个 
旁 瓣 开始 的 下 降 速度 超过 了 布 革 克 蜡 窗 的 连 度 ,所 以 ,在 图 9-21 中 , 汉 宁 窗 表现 出 了 
比 布莱克 曼 窗 较 快 的 泄漏 下 降 趋 势 。 汉 宁 窗 的 优点 是 主 大 只 有 大 约 两 个 频率 点 的 宽 
度 , 虽 然 降 泄 漏 能 力 设 有 布莱克 曼 窗 那样 好 。 

汉 明 窗 的 降 泄 漏 能 力 不 像 布莱克 曼 窗 和 汉 宁 窗 那 样 好 ,这 可 以 从 图 9-14 中 看 出 。 
图 中 的 汉 明 窗 的 幅 频 特性 几乎 一 直 维持 在 一 40 dB 与 一 45 昌之 间 , 表 现在 图 9-21 中 
就 是 从 N= 二 时 到 N= 二 32 768 之 间 的 泄漏 几乎 呈 水 平 线 。 汉 明 窗 的 最 大 特点 是 它 的 第 
一 个 弦 斩 下 降 到 了 一 47 dB, 但 由 于 它 在 主 交 内 的 平均 增益 小 于 汉 宁 窗 的 增益 ,所 以 , 主 
内 中 包含 的 能 量 要 小 于 议 宁 窗 。 反 映 在 图 9-21 中 就 是 , 当 N==64 时 ,泄漏 仍然 大 于 汉 
宁 窗 。 

最 后 需要 说 明 的 是 ,上 面 对 DFT 输出 频谱 中 的 信号 与 泄漏 的 划分 ( 即 信和 号 频率 两 

侧 的 频率 点 数 ) ,对 于 图 9-21 中 的 数据 是 有 一 定 影响 的 ,但 这 种 影响 不 是 很 大 。 我 们 
对 信和 号 与 泄漏 的 划分 进行 一 些 改动 后 ,图 9-21 中 4 个 窗 函 数 的 降 泄 漏 趋 势 基 本 不 恋 . 
这 也 证 实 了 本 节 的 测试 结果 与 前 面 讨论 的 频谱 卷 积 的 一 致 性 ,因而 也 指出 了 选择 窗 函 
数 时 的 一 个 考虑 要 点 :信号 频谱 与 窗 函 数 频率 特性 之 间 的 循环 卷 积 会 是 什么 样 的 

结果 . 


3. 10.4 窗 函 数 的 主要 特性 


我 们 已 经 在 上 面 用 到 了 窗 函 数 的 一 些 主要 特性 。 本 节 只 是 对 这 些 特性 做 一 个 
归纳 ， 
能 基 集 中 到 主办 内 。 这 就 要 求 主 扒 有 一 定 的 宽度 ,并 且 主 办 内 有 尽 可 能 高 的 增益 ,如 
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布 某 克 并 窗 那 样 。 但 另 一 方面 ,为 了 提高 频谱 的 分 辩 率 ， 主 捧 的 宽度 应 该 尽量 完 ， 比如 
是 形 窗 , 它 的 主因 宽度 等 于 fs/N( 见 图 9-12), 只 有 一 个 频率 点 的 宽度 ， 

对 窗 函 数 的 另 一 个 要 求 是 旁 大 应 该 尽量 低 。 比 如 , 汉 明 窗 的 最 大 旁 罗 只 有 一 43 dB 
(网 图 9-14) ,而 布莱克 曼 窗 的 最 大 旁 匆 更 小 。 此 外 ,第 一 和 第 二 旁 克 的 高 度 也 应 该 尽 
量 低 。 比 如 , 汉 明 窗 的 第 一 个 旁 瓣 下 降 到 了 一 50 dB( 见 图 9-14), 而 汉 宁 窗 的 第 一 个 旁 
锥 只 有 一 31] dB( 见 图 9-13)。 窗 函数 的 这 些 特性 是 互相 这 制 的 ,所 以 在 选择 窗 孙 数 时 ， 
需要 对 这 些 特性 做 恰当 的 权衡 ， 


9. 10.5 如 何 选用 窗 函 数 


综 上 所 述 , 我 们 给 出 窗 明 数 选择 的 一 些 建议 。 

口 窗 函数 的 长 度 N 必须 充分 大 。 

口 如 果 被 分 析 的 信号 中 只 有 少数 几 个 频率 分 量 ,而 且 这 些 分 量 的 频率 也 比较 分 散 ， 
就 可 以 使 用 汉 宁 窗 或 布 葬 殉 坚 窗 ， 

口 如 果 信 和 号 中 的 许多 频率 分 量 之 间 非 常 接近 ,就 可 以 使 用 汉 明 窗 。 

口 如 果 事 先 可 以 随意 选用 信和 号 频率 ,比如 混合 信号 电路 测试 时 ,就 可 以 使 用 矩 
形 窗 。 

口 在 计算 信 品 比 时 ,可 以 根据 信和 号 的 具体 情况 以 及 所 用 的 窗 函 数 ,把 信号 频率 两 侧 
的 几 个 X( 如 归 入 信和 号 功率 。 

口 在 发 现 谱 分 析 结 果 不 正常 时 应 当 考 虑 的 两 个 问题 是 ;N 是 和 理 选 得 充分 大 ,和 窗 函 
数 是 否 选 得 恰当 。 


小 结 


DFT 类 似 于 在 连续 时 域 中 把 周期 函数 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 

中 在 DFT 环境 下 ,输入 高 散 序 列 x(n) 与 它 的 DFT 输出 苹 (4) 都 是 以 N 为 周期 而 
循环 的 ， 

口 DFT 所 完成 的 事情 是 从 N 个 离散 样 点 z CD 计算 出 NN 个 离散 频率 点 上 的 谱 分 量 
Xi 这些 频 率 点 是 DFT 基 频 的 整数 倍 , 而 DFT 的 基 频 ww = 2m/(NT) ,或 
者 mm 一 as/N。 

口 如 果 离 散 序 列 zf 是 实数 ,那么 下 (8) 是 关于 折 和 频率 互 为 失 恩 的。 这 就 是 说 ， 
对 于 实数 的 z(m ,频谱 苹 (&) 中 上 只 有 一 半 是 有 效 的 , 男 一 半 是 重复 的 ， 

DDFT 和 FFT 中 最 基本 的 元 素 是 旋转 因子 外 和 旋转 矢量 WN， 

口 旋 转 拓 量 WN 具有 正 交 性 ,周期 性 和 对 称 性 ，。 

DDFT 的 一 个 主要 问题 是 " 泄 濡 ”, 而 泄漏 的 根本 原因 是 我 们 无 法 知道 离散 序列 的 
实际 周期 。 相 比 之 下 ,连续 时 域 中 的 传 里 叶 级 数 展开 是 没有 泄漏 的 ,因为 我 们 
事先 知道 了 信号 的 频率 。 但 从 根本 上 讲 , 连 续 时 域 的 傅 里 叶 级 数 展开 只 是 一 种 
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理论 分 析 方法 ,而 DFT 和 FFT 是 应 用 于 实时 计算 的 。 
口 恰当 选择 窗 函 数 是 减少 泄漏 的 最 有 效 方法 ,而 汉 宁 窗 是 比 较 最 常用 的 方法 。 


之 | 后 0 


9.1 计算 下 列 离散 序列 的 8 点 DFT， 

(1) rtm=Rn— n= 0 lr 7, 

(2) TN) =sin(na/d) n=0, 1 2, 7, 

3.2 利用 复 指数 信和 号 的 方法 ,计算 下 面 信和 号 的 8 点 DFT.， 
(1) Tin) = eostirn/d4), n=0,1,2 ,7, 

(2) TN) =sin(nr/2), n=0,1,2,0 7, 

3.3 在 下 面 4 个 离散 序列 中 ， 

(1) 硅 个 序列 得 到 实数 的 DFT 

(2) 哪个 序列 得 到 虚数 的 DFT? 

(3) 哪些 序列 的 祥 (0) = 二 03 


Xuln) Xaln) 


9.4 试 证 明 DFT 的 线性 间 加 性 质 ， 

9.5 试 证 明 等 式 (9-49) 中 的 (1) 与 (2)， 

(1) rm RI=X" CN—A) 

(2) zm) | wv SKCR) | pon 

3.6 试 证 明 DFT 中 的 帕 塞 伐 尔 定理 (9-48) 。 

9. 7 证 明 式 (9-73); 两 个 DFT 输入 序列 的 相 乘 意味 着 这 两 个 序列 的 DET 的 循环 卷 积 ， 


上 四 
1 加 1 EB 二 rm 
: a 到 | EE , 可 
i 站 nh | 
1 国 本。 由 
; Ei 各 | i | 
EE 
1 了 硬 Bomaren | | f | 
| i | 


第 10 章 
快速 传 里 时 变换 


快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 是 DFT 的 快速 算法 。 它 有 两 种 实现 方法 :时 域 抽取 法 和 频 
域 抽 取 法 。FFT 算法 的 最 根本 的 思路 是 “分 而 治之 ”"。 比 如 ,要 计算 一 个 8 点 DFT, 就 
把 它 分 解 成 2 个 4 点 DFT, 再 进而 分 解 成 4 个 2 点 DFT。 所 以 ,FFT 算法 最 基本 的 计 
算 单位 是 2 点 DFT。 这 里 只 讨论 " 基 2”FFT, 所 以 ,FFT 的 点 数 N 一 定 是 2 的 整 次 宕 ， 
其 他 基数 FFT 的 算法 在 原理 上 是 一 样 的 。 

为 了 便于 说 明 , 这 里 的 FFT 算法 分 析 中 使 用 N==8, 所 以 我 们 的 目标 是 计算 8 点 
FFT。 本 章 最 后 将 说 明 超过 8 点 的 FFT 算法， 


10. 1 时 域 抽取 FFT 算法 


在 选择 了 N==8 之 后 , 式 (9-6) 的 DFT 计算 么 式 变 为 ， 
(上 ) 二 3 rn We 


= 六 


= x +xDW+zrzWE+ tN WE k=0,1,2,,7 (101) 
10. 1.1 把 X(k) 分 解 为 2 个 4 点 DFT 


在 时 域 抽取 算法 中 ,首先 把 式 (10-1) 中 的 8 个 累加 项 按照 nn li 
的 两 组 ， 


XR) = > xz(2m) WE 十 > zm DW 天 一 01…7 (10-2) 


上 式 中 ,后 一 一 个 连 加 运算 中 有 一 个 因子 Wi 与 m 无关, 可 以 提 到 连 加 号 之 前 。 这样 ,上 
式 可 以 改写 为 ， 


NOR) = 2 I(2m) We Wy rl2m| DW 二 01 7 (10-3) 


Ta 


式 (10-3) 的 意思 是 ,一 个 像 式 (10- DD) 那样 的 苹 ( 如 计算 式 可 以 分 解 为 两 个 连 加 运算 ,其 
中 的 每 个 连 加 运算 都 是 4 个 x(n) 与 4 个 Wi™ 乘积 的 累加 . 根据 式 (9-67 观 罕 
式 (10-3) ,并 注意 到 Wr"* 二 WY* 之 后 , 式 (10-3) 中 的 2 个 连 加 运算 就 是 2 个 4 点 DFT. 
因此 , 式 (10-3) 已 经 把 一 个 8 点 DFT 分 解 成 了 2 个 4 点 DFT。 在 这 2 个 连 加 运算 中 ， 
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旋转 矢量 是 完全 相同 的 ,但 它们 的 z(2m) 和 zx(2m 十 1) 分 别 是 输入 序列 z(n) 中 的 偶数 
样 点 和 奇数 样 点 。 把 ztm) 按 照 侦 数 与 奇数 分 为 两 组 ,实际 上 就 是 在 时 域 中 每 隔 一 个 样 
点 提取 一 个 样 点 ,这 就 是 被 叫做 "时 域 抽 取 法 "的 原因 。 

在 上 面 的 叙述 中 ,有 一 个 向 题 还 没有 解释 。 在 式 (10-3) 中 ,2 个 4 点 DFT 中 的 站 
从 0 变 到 3。 按 照 式 (9-6) 或 式 (10-1) 的 规定 ,旋转 矢量 你 这 中 的 不 应 该 有 相同 的 递增 
范围 ;这 就 是 ,也 应 该 从 0 恋 到 3。 但 在 式 (10-3) 中 , 必 却 是 从 0 变 到 7, 其 中 受 牵 连 的 
是 2 个 4 点 DFT 中 的 旋转 矢量 Wi”*。 

我 们 这 样 来 回 管 这 个 问题 ;首先 ,当头 =0、1.2.3 时 , 式 (10-3) 中 的 旋转 矢量 Wi" 
( 即 泵 7 ) 对 于 计算 4 点 DFT 是 正确 的 。 当 有 &=4.5.6.7 时 ,由 于 周期 性 的 原因 ， 
式 (10-3) 中 的 旋转 笑 量 We" 的 值 分 别 等 于 上 ==0.1,2,3 时 的 值 。 比 如 当 上 一 6 时 ， 
式 (10-3) 中 的 旋转 矢量 Wi™ 为 ; 

We™ i = We = We Wi™ = We = We™ | ss (10-=4) 

所 以 , 式 (10-3) 中 的 4 点 DFT 计算 是 正确 的 。 


10. 1.2 把 X(k) 分 解 为 4 个 2 点 DFT 


时 域 抽 取 操 作 可 以 一 直 继 续 下 去 ,直到 2 点 DFT 为 止 。 为 此 ,我 们 把 式 (10-3) 中 
的 两 个 连 加 运算 再 分 别 按照 m 一 0,2 和 m= 二 1,3 分 为 两 组 。 这 样 , 式 (10-3) 就 可 以 分 解 
为 : 


XR) = {Lr (OW + rzWE J+ Lz(2) WE + (6 WY]) 


+ Wi{ [rzCDWS + rc) WE]+ [Cr(3) We EY 
上 & 一 0., J | (10-5) 
上 式 中 ,在 每 个 大 括号 的 第 二 个 方 括号 内 的 两 项 都 可 以 提取 公 因 子 W2&。 这 样 之 后 ,上 
式 变 为 ; 
XR = {[z(OWI + zO WE I WE LzC2) WE 十 z(6WS]] 
十 赔 | [zfDWY + rw + We Lr YW 十 xDJWS] | a 
k= Se 条 ] ,=s "af 
在 上 式 中 的 每 个 方 括号 内 ,多 可 以 写 为 WW,W# 可 以 写 为 Wt， 所 以 ,上 式 中 每 个 方 括 
号 内 的 两 项 都 构成 了 一 个 2 点 DFT。 因此 ， 式 (10-6) 是 8 点 DFT 在 采用 时 域 抽取 法 时 
的 最 终 表 达 式 ,一 个 8 点 DFT 被 分 解 成 了 4 个 2 点 DFT. 
从 式 (10-6) 也 可 以 看 出 ,在 把 4 点 DFT 分 解 为 2 点 DFT 的 过 程 中 ,信号 x(n) 被 
骨 次 每 也 一 个 样 点 抽取 一 个 样 点 。 因 此 ,zn) 的 8 个 样 点 现在 被 和 妆 为 下 面 的 4 组 ， 
Tn [x(0) ,C4) J], Cz) ,x05)], Lr(2),766)], Lz(3),x(7)]| (C10-7) 


所 以 , 式 (10-6) 中 4 个 方 括号 内 的 4 对 样 点 是 被 4 : 1 时 域 抽取 的 结果 . 
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10. 1. 3 DFT 的 分 析 与 综合 


前 面 10, 1. 1 节 与 10. 1. 2 节 的 推导 过 程 可 以 被 叫做 “分 析 "” ,因为 通过 式 (10-3)7 和 
式 (10-6) 把 一 个 8 点 DFT 分 解 成 了 4 个 2 点 DFT.， 

我 们 下 面 要 做 的 是 所 谓 的 “综合 ", 即 如 何 通 过 2 点 DFT 合成 出 4 点 DFT, 再 由 4 
点 DFT 合成 出 8 点 DEFET-.“ 综 人 台 " 过 程 中 主要 考虑 的 ,是 如 何 使 全 成 出 的 2 点 DFT 和 
4 上 后 DFT 为 更 多 的 祥 (&) 所 共用 ， 


10. 1.4 用 4 个 2 点 DFT 合成 XCK) 


我 们 先 把 式 (10-6) 中 每 个 方 插 号 变 为 一 个 2 点 DFT。 由 式 (10-6) 可 知 , 每 个 方 括 
号 内 的 旋转 笑 量 W8 是 随 上 而 旋转 的 。 施 转 笑 量 WH 是 以 扎 =8 为 周期 的 ,所 以 旋转 矢 
基 只 产生 两 个 值 ; 当 上 为 偶数 时 ,W3 二 1; 当 不 为 奇数 时 ;WH 二 一 1。 其 结果 是 ,W#* 随 
的 递增 而 交 苦 地 等 于 1 与 二 1。 这 样 , 式 (10-6) 中 每 个 方 揪 号 只 产生 2 个 不 同 的 值 , 因 
此 ,4 个 方 括号 总 共产 生 8 个 中 间 值 ,而 不 是 因为 上 从 0 变 到 7 而 产生 4X8 一 32 个 中 间 
值 。 我们 把 这 8 个 中 间 值 简洁 地 表示 为 8 个 A 两 项 式 ;与 此 同时 ,k 也 就 被 分 为 偶数 和 
奇数 的 两 组 ， 

AKC04) = 工 (0) 十 六 (4) 
A(1,5) = 01) + rt5) 


k= O021d:6 (10-8) 
A (2,6) = x(2) + x06) 
(37) = zx(3) + x(7) 
A0,4) = x(0) — x(td) 
erg (10-9) 


A(2,6) = x(2) — rx(6) 
(AC3,7) = x(3) — x(7) 
其 中 ,A 的 下 标 0 或 4 表示 右边 两 项 式 之 间 的 加 减 号 ,也 是 指 式 (10-6) 每 个 方 括号 中 的 
后 一 个 旋转 矢量 等 于 WW 或 而 , 即 1 或 一 1]。A 两 项 式 插 号 中 的 两 个 数字 分 别 为 x(n) 
的 两 个 序号 。 这样 ,我 们 用 x(n) 的 8 个 样 点 组 成 了 8 个 胡 两 项 式 ,也 就 完成 了 8 点 
FFT 算法 的 总 共 三 步 运 算 中 的 第 一 步 ,这 就 是 图 10-1 中 的 第 一 步 。 此 外 ,我 们 在 
式 (10-8) 和 式 (10-9) 中 可 以 容易 地 找 出 4 对 2 点 DFT, 比 如 A(0,4) 与 A,(0,4) 就 是 
其 中 的 一 对 ;而 且 是 由 输入 样 点 zt0) 与 zt4) 组 成 的 。 
现在 , 式 (10-6) 可 以 用 A 两 项 式 表示 为 ; 
全 (人 一 LA 0 二 We A (2,6) WiCA CIS5) WEAC37)] k=0,2,4,6 
(10-10) 
AOE) = [LAO + WEA CEE TH WICA, C1,5) + Wi.A, (3,7)] 外 二 1357 
(10-11) 
式 (10-10) 和 式 (10-11) 中 的 每 一 个 XX(k) 现 在 都 是 用 4 个 2 点 DFT( 即 A 两 项 式 ) 合 成 的 。 


此 亿 让 头 厅 .论坛 sm- 


164 。 第 10 辛 巨 桥 尝 使 禹 有 横 1an i 设计 灵巧 之 源 
一 第 一 步 一半 一 第 二 步 一 一 六 一 一 第 三 pe 


图 10-1 时 域 抽取 8 点 FFT 算法 用 三 步 完成 
10. 1.5 用 2 个 4 点 DFT 合成 X(k) 


由 式 410-10)7 和 式 410-11) 可 以 看 出 ,第 二 步 要 做 的 事 是 把 这 两 个 等 式 中 的 每 个 方 
括号 内 的 两 项 相 加 为 一 项 。 可 以 发 现 ,第 一 步 中 式 (10-6) 方 括号 内 的 后 一 个 旋转 舌 量 
是 Ws ,所 以 随 着 上 的 递增 , 它 的 值 是 交替 的 Wi 和 T4, 因 而 可 以 按照 点 的 偶数 与 奇数 
来 结合 。 现 在 方 括号 内 的 这 个 旋转 矢量 是 久 # ,所 以 随 着 上 的 递增 , 它 的 值 分 别 为 W?、 
Ws .Ws .Ws ,也 就 是 交替 地 等 于 1. 和 一 1 和 一 Wi， 所 以 ,对 于 式 (10-10) ,我 们 应 该 
按照 点 的 (0,4) 和 (2,6) 分 为 两 组 ,而 对 于 式 (10-11) ,应 该 按照 上 的 (1,5) 和 (3,7) 分 为 
了 琴 组 ， 

先 对 式 410-10) 进 行 分 组 。 当 大 等 于 0 或 4 的 时 候 , 式 人 10-10)7 中 的 每 个 方 括号 的 
计算 结果 都 是 一 样 的 ,所 以 ,我 们 可 以 用 两 个 也 两 项 式 来 表示 。 当 上 等 于 2 或 6 的 时 
候 , 每 个 方 插 号 内 的 旋转 矢量 不 像 上 等 于 0 或 4 那样 等 于 1, 而 是 等 于 Wi, 即 一 1]。 所 
以 ,我们 得 到 另外 两 个 B 两 项 式 。 这 4 个 B 两 项 式 为 ， 

[Bu (O01254,6) = A 0.4) + A 2,6) 
Bc Be = A(l5) + A cI3,7) 
Bu(0,.2,.4,6) = ACO.4) + WiA, (2,6) 
rp = (1,5) 二 WiA, (3,7) 
对 于 式 (10-11), 可 以 用 相同 的 做 法 ,并 得 到 另外 4 个 BB 两 项 式 ， 
Bt0,2,4,6) 一 A CO.4) + WiA, (2,6) 
(rE 一 点 (1,5) 二 WiA, (3,7) 
By tO0,2,.4,6) = O04) + WiA, (2,6) 
| = A(15) + WiA,c3,7) 


k= 0;,4 (10-12) 


(10-13) 


k= 37 C10-15) 
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这 样 ,我 们 就 一 共 得 到 8 个 B 两 项 式 。 其 中 ,B 两 项 式 下 标的 第 一 个 数字 指出 所 使 用 
的 丰 两 项 式 的 下 标 ; 第 二 个 数字 表示 B 两 项 式 中 后 一 个 旋转 矢量 的 指数 值 ;B 两 项 式 
括号 中 的 数字 依然 是 I(n) 的 序号 。 而 且 , 每 一 对 B 两 项 式 都 是 由 同一 对 A 两 项 式 组 
成 的 。 比 如 ;Bi (113,5,7) 与 Bs (1,3,5,7) 是 由 A(1,5) 和 A(3,7) 组 成 的 。 这样; 我 
们 就 完成 了 8 点 FFT 算 法 的 第 二 步 ,也 就 是 图 10-1 中 的 第 二 步 。 
在 把 式 (10-12) 至 式 (10-15) 代 人 式 (10-10) 和 式 (10-11) 中 之 后 ;就 可 以 把 关 () 表 
示 为 两 个 B 两 项 式 之 和 ;: 
K(k) = Bo (O24.6) + WB (1,3,5,7) 下 一 四 
Xk) = Bo (O02,4,6) + WEB (1,3,5,7) 中 一 Ts5 
XE) = But0,2.4.6) WIB, 1.3,5,7) k= 2,6 
Kk) = Ba (0,2,4,6) + WEB (Cl,3,5,7) 局 
这 样 , 我 们 就 用 两 个 4 点 DFT 全 成 出 了 一 个 8 点 DFT。 


10. 1.6 第 三 步 是 简单 的 分 裂 


在 进行 第 三 步 之 前 ,我 们 来 观察 在 8 点 FFT 算法 的 这 三 步 计算 中 ,上 是 如 何 被 分 
组 的 。 在 第 一 步 中 , 式 (10- 旬 中 方 括号 内 旋转 尖 基 为 Wa 和 Ws ,所 以 上 被 分 为 (0,2,4， 
6) 和 (1,3,5,7) 的 2 组 。 在 第 二 步 中 , 式 (10-10) 和 式 (10-11) 中 方 括号 内 的 旋转 思量 为 
Wi 和 WE 所 以 上 被 分 为 (0,4),(1,5)、(2;6) 和 (3,7) 的 4 组 。 第 三 步 中 的 旋转 矢量 为 
WE 和 ,所 以 ,应 该 被 分 为 从 0 到 7 的 8 个 组 , 即 每 组 一 个 点 值 ,因此 ,由 
起 (10-16) 就 可 以 写 出 时 域 抽取 8 点 FFT 的 最 后 表达 式 : 

XO = Bo(t0,2,46) + WiBoo (1 ,3517) 
其 (] = BetO2 dD + WiB(l3,5,7) 
X(2) = BO024,6)7 十 全 1 Bl3 5 7) 
XI3) = 也 002, 4, 6) 十 全 1 人 1 37575572) 
Xd4) = Bt024,6) 十 到 41Bnofl3,57) 
X(5) = Ba(0,2,4,6) + WiBe (1,3,5,7) 
X66) = BatO021d416) + WEB, (13,5,7) 
NOT) = Bt0n2y 4 6) 十 全 1BiC1 3 5 7 
与 起 (10-17) 对 应 的 计算 步骤 就 是 图 10-1 中 FFT 算法 的 第 三 步 。 

至 此 ,时 域 抽 取 8 点 FFT 算法 已 经 全 部 完成 。 图 10-1 就 是 时 域 抽取 8 点 FFT 的 
计算 流程 。 我 们 把 图 10-1 中 的 计算 流程 简单 解释 如 下 :第 一 步 用 8 个 x(n) 计 算出 8 
个 站 两 项 式 ; 第 二 步 用 8 个 A 两 项 式 计算 出 8 个 B 两 项 式 ; 第 三 步 用 8 个 B 两 项 式 计 
算出 8 个 XX(k)。 


10. 2 频 域 抽取 FFT 算法 


在 时 域 抽取 FFT 算法 中 ,我 们 对 输入 样 点 x(n) 进 行 时 域 抽取 。 在 频 域 抽取 FFT 


(‘10-16) 


C10-17) 
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算法 中 ,我 们 把 输入 样 点 xz(m) 分 成 前 一 半 和 后 一 半 。 这 里 仍然 假设 N=8 
10. 2. 1 把 一 个 8 点 DFT 分 解 为 两 个 4 点 DFT 


一 个 8 扣 DFT 可 以 写 为 式 (10-1) 那 样 的 表达 式 。 在 把 r(n) 分 成 前 后 两 半 之 后 ， 
式 (10-1) 可 改写 为 ， 


蝇 J 
Xk) 一 2 OW DD) zr) We 
= 器 一 必 (10-18) 
下 
一 2, IWr+WES rd+mDWe k=0,1,2,.,7 
[| 西亚 省 


因为 式 (10-18) 的 后 一 个 连 加 号 前 面 的 旋转 矢量 为 W# ,所 以 我 们 把 式 (10-18) 按 照 上 
的 偶数 和 奇数 分 成 两 组 ， 

当下 为 偶数 时 , 式 (10-18) 中 的 旋转 矢量 WY 一 1 所 以 式 (10-187 变 为 ， 
X(k) = Sy zf 由 十 ,rtd mW 3 [x(tn) (FDIWh k=0,2,4,6 


而 宇宙 


(10-19) 
当 上 为 奇数 时 , 式 (10-18) 中 的 旋转 矢量 W# 三 一 1, 所 以 式 (10-18) 变 为 ， 


3 3 本 
XA 一 2 MW D2) (4 十 站 W 一 Lr — rdtmDIW k=1,3,5,7 
画 一 鹿 = 让 m= 


(10-20) 

在 式 (t10-19) 中 ,因为 为 偶数 ,所 以 我 们 可 以 把 W? 写 为 WW 加 = 二 Ws ,其 中 的 5b 从 0 
变 到 3。 因此 , 式 (10-19) 表 示 了 上 为 偶数 时 的 一 个 4 点 DFT。 

云 (10-20) 的 情况 是 相似 的 ,但 这 里 的 上 是 奇数 。 我 们 可 以 把 WY 写 为 Wi 一 "Wa， 

而 其 中 的 We“ 与 式 (10-19) 中 的 W$ 具 有 相同 的 值 。 所 以 , 式 (10-20) 也 是 一 个 4 点 

DFIT。 从 WF 分 解 出 来 的 WW 可 以 看 作 [zx(n) 一 z(t4 十 #1)] 的 一 个 因 了 于。 为 了 容易 观察 ， 

我 们 把 式 (10-20) 写 成 ， 
XO = 2 (La ztmIW) WE k=1,3,5,7 (10-21) 


至 此 ,我 们 把 式 (10-1) 中 的 一 个 8 点 DFT 分 解 成 了 两 个 4 点 DFT, 这 就 是 上 为 偶数 的 
起 (10-19) 和 上 为 奇数 的 式 (10-21)， 而 且 , 在 式 (10-19) 和 式 (10-21) 的 两 个 4 点 DFT 
中 ,作为 输入 样 点 的 <(m9 十 z(4 十 四 和 (0 一 z04 十 四 实际 上 也 是 四 对 2 点 DFT 的 输 
出 。 比 如 ,z(0) 十 z(4) 和 < 区 0) 一 z(4) 是 由 输 人 样 点 z(0) 和 (4) 经 过 一 对 2 点 DFT 计 
算得 到 的 。 此 外 ,对 于 式 (10-21) 中 的 那个 4 点 DFT, 输 入 样 点 rtn) 一 zx(4 十 n) 在 进行 
DFT 计算 之 前 要 乘 以 因子 W'!。 


10. 2.2 把 一 个 4 点 DFT 分 解 为 两 个 2 点 DFT 


我 们 现在 把 式 (10-19) 和 式 (10-21) 中 的 两 个 4 点 DFT 骨 分 别 分 解 成 两 个 2 点 
DFT。 我 们 先 把 式 (10-19) 或 式 (10-21) 中 的 4 点 DET 改写 为 下 面 的 形式 ; 
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于 
YD= DR 1=0,1,2,3 (10-22) 


其 中 ,wm 代表 式 (10-19) 中 的 xm 十 x(n 十 4) 或 者 式 (10-21) 中 的 [x(n) 一 xz Cn 十 4)] 
WW; 旋转 矢量 也 已 好 改 写成 了 Wr, 它 等 于 式 (10-19) 中 的 WF 或 式 (10-21) 中 
的 We oe 

采用 与 10. 2.1 节 相同 的 方法 ,我 们 把 式 (10-22) 按 照 | 的 奇偶 数 分 为 两 组 ， 


YD = YS fy ynt+2 WL=0,2 (10-23) 
可 = 


i 
YD = 9 [ym — y(n JW  L=1,3 (10-24) 
式 (10-24) 又 可 写 汶 ; 
YD = {CyG0D— y(nt+2) WW =1,3 (10-25) 


这 样 , 我 们 把 式 (10- 22) 中 的 一 个 4 点 DFT 分 解 成 了 两 个 2 点 DFT, 这 就 是 /为 偶数 的 
式 (10-23) 和 为 奇数 的 式 (10-25)。 在 式 (10-23) 和 式 (10-25) 的 两 个 2 点 DFT 中 , 作 
为 输入 样 点 的 yin) 十 y(t2 十 和) 和 y(n) 一 y(2 十 和 0) 实际 上 是 一 对 2 点 DFT 的 输出 。 比 
如 ,yt0) 十 yt2) 和 y(0) 一 yx(2) 是 由 输入 样 点 y(0) 和 y(2) 经 过 2 点 DFT 计算 得 到 的 。 
此 外 ,对 于 式 (10-25) 中 的 2 点 DFT, 输 入 样 点 y(n) 一 y(n 十 2) 在 进行 DFT 计算 之 前 都 
要 走 以 因子 WW 。 


10. 2. 3 频 域 抽取 8 点 DFT 的 综合 


根据 上 面 的 分 析 ,我 们 不 难 画 出 8 点 DFT 频 域 抽取 的 流程 图 ,如 图 10-2 所 示 ， 
中 的 8 个 上 两 项 式 代 表 了 式 (10-19) 和 式 (10-21) 中 每 个 方 括 号 内 的 两 项 之 和 ,是 由 8 
个 输 人 样 点 xm 通过 四 对 2 点 DFT 组 成 的 ,并 可 以 写 为 : 

AAO0,4) = ItO) 二 + zr(4) 

(ly5) = rt + (35) 

(26) = x(2) + x(6) 

Aif37) = x(3)+ x(7) 

AC054) 一 0) — x(4) 

A (1s5) = x(1) — zx{5) 

A,(2,6) = xz(2) — x(6) 

A (957) = x(3) — zx(7) 
图 10-2 中 的 8 个 B 两 项 式 代 表 了 式 (10-23) 和 式 (10-25) 中 每 个 方 插 号 内 的 内 

容 , 是 用 8 个 点 两 项 式 通过 四 对 2 点 DFT 组 成 的 ,并 可 以 写 为 ， 


(10-26) 


ES FL 
上 用 -| | 四 中 
忆 ! 兴 中 f 让 总 ,者 ， -| | | 
er TE ET 


一 第 一 步 一 米 一 第 二 步 一 一 米 一 一 第 三 步 一 一 


UP WP naa 


WE pe A S040 | 
NB 4oG3.7) | 二 13,5,7 二 
) 


| I 


= i 
2 从 Re 4 上 TP A 
Nr VA De XS) 


ND je 
x(6 人 
xl7) BH Aal3,7) 一 是 P| Bol,3,5,7) tt 7 人 


图 10-2 频 域 抽取 8 点 FFT 算 法 用 三 步 完 成 

Ba(0,2,.4.6) = A (O04) + A (2,6) 

Boa(l,3,5,7) = (1,5) + A (3,7) 

Bu (0,2,4,6) = A,(O0,4) — A (2,6) 

Bu(l,3,5,7) = (0015) —A(3,7) 

Bu (0,2,4,6) = A COA) + WiA, (2,6) 

Ballya) = WIA (C1,5) HWA 3,7) 

Bi(0,2,4,6) = A (04) — WiA, (2,6) 

Bitl,355,7) = WiA (5) — WiA (3.7 
最 后 由 8 个 B 两 项 式 得 到 频 域 抽取 8 点 FFT 的 输出 ; 

[X(0) = Bo (0,2,4,6) + Bo tl,3,5.7) 

NCO) = BitO2460) — BOL d,s.7) 

| 天 (2) = Bi(02.4,6) + WiB, (1,3,5,7) 

X(6) = Buy(0.2,4,6) — WiB, (1,3,5,7) 

X(1) = Boat0,2,467 + B14,5,.7) 

Xt5) = Boy(0, 3467 — Bo (1,3,5,.7) 

XI3) = BC0 2 的 十 WPB (1,3,5,7) 

X(T7) = Bat0,2,4,6) — WiB, (1,3,5,7) 

现在 可 以 从 图 10-2 中 看 出 所 谓 “ 频 域 抽 取 ” 的 意思 。 第 一 步 把 DFT 的 输出 频率 点 

《分 为 (0,2,4,6) 和 (1,3,5,7) 的 两 组 ,这 就 是 图 中 的 上 一 半 和 下 一 半 , 频 率 天 被 2 
抽取 。 第 二 步 把 这 两 组 再 按 奇 偶数 分 为 四 组 ;: (0,4)、(2,6)、(1,5)、(3,7) ,频率 上 被 
4; 1 抽取 。 第 三 步 把 这 四 组 分 裂 为 八 组 ,每 组 一 个 XC6) 。 由 于 每 次 频 域 抽取 都 是 以 有 


(10-27) 


(10-28) 
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的 奇偶 数 进行 的 ,这 也 就 形成 了 图 10-2 中 输出 端 X(k) 的 “位 逆转 ”.。 
10. 3 ” 蝶 形 计算 
由 上 面 的 时 域 抽取 法 的 图 10-1 和 频 域 抽取 法 的 图 10-2 可 知 ,FFT 算法 中 最 基本 


的 计算 单位 是 由 两 个 输入 复数 计算 出 两 个 输出 复数 的 一 对 2 点 DFT, 就 像 图 10-3 中 
an 和 zi 计算 出 bo 和 b 。 


图 10-3 同形 计算 
图 10-4 表示 了 时 域 抽取 法 与 频 域 抽取 法 的 蝶 形 计算 。 在 10-4a 的 时 域 抽 取 蝶 形 
计算 中 ,在 把 复数 a 加 到 复数 加 和 刁 之 前 , 先 要 使 分 别 乘 以 旋转 放量 WF 和 Wi1”， 
而 这 个 暴 形 计算 可 以 容易 地 变 为 图 10-4b 的 频 域 抽取 坚 形 计算 。 歇 形 计 算 还 有 其 他 
一 些 表 示 法 ,但 都 是 利用 了 旋转 矢量 的 周期 性 和 对 称 性 的 特点 。 


[a) 时 域 抽取 网 形 计算 Lb) 上 域 抽取 蝶 形 计算 
图 10-4 时 域 抽取 与 频 域 抽取 的 旺 形 计算 


10. 4 位 逆转 


从 图 10-1 和 图 10-2 中 还 可 以 看 出 FFT 算法 的 另 一 个 特点 一 位 道 转 。 
抽取 的 图 10-1 中 ,在 进行 FFT 计算 之 前 ,输入 序列 zCo 的 顺序 忆 六 训 < 检 递 转 " ,站 
如 ,把 z(4) 放 在 原本 应 该 是 z(1) 的 位 置 上 ,因为 z(4) 的 序号 “100” 位 道 转 后 是 “001”。 
同样 ,在 频 域 抽取 的 图 10-2 中 , 当 FFT 计算 完成 后 , 久 () 的 顺序 是 “位 道 转 ”" 的 。 这 些 
式 ( 上 必须 让 位 逆转 ”回来 后 , 才 有 正常 的 顺序 。 表 10-1 给 出 了 8 点 FFT 的 序号 在 位 
逆转 前 后 的 对 照 。 
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表 10-1 8 点 FFT 的 位 逆转 
原来 序号 位 道 转 后 序号 | 原来 序号 位 道 转 后 序号 
000 000 100 001 
001 100 101 10] 
010 010 | 110 oll 
nll 110 111 11 


此 外 , 表 10-2 和 表 10-3 给 出 了 用 随意 的 一 组 实际 数据 作为 输入 样 点 进行 时 域 抽 
取 和 频 域 抽取 8 点 FFT 计算 而 得 到 的 中 间 数 据 和 最 后 结果 。 


表 10-2 时 域 抽取 8 点 FFT 计算 的 中 间 数 据 和 最 后 结果 


2 ri 
EE EE 


2. 400 0 000 


1. O00 1. 600 
1 1.496 —0. 185 
1.250 -0.050 


-0606 0.115 


3 
4 1500 -0.000 
9 一 让 696 一 0 115 
6 l. 250 | 一 080 
四 


0. O00 | 一 站 750 1, #96 0. 185 


10.5 超过 8 点 的 FFT 算法 


FTT 算法 的 点 数 可 以 远 远 超过 8 点 ,比如 1024 点 ,65 536 点 等 ,但 FFT 的 点 数 都 
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一 定 是 2 的 整 次 办 (对 于 常用 的 以 2 为 基 的 FFT 而 言 )。 当 FFT 的 点 数 增加 后 ,FFT 
的 计算 步 数 也 就 相应 增加 。 比 如 ,8 点 FFT 用 了 三 步 ; 到 了 1024 点 FFT, 就 增加 到 10 
步 , 因 为 1024 二 2”。 我们 用 16 点 的 FFT 算法 作为 例子 ,来 说 明 超 过 8 点 的 FFT 是 如 
何 计算 的 。 先 讨论 时 域 抽 取 16 点 FFT, 然 后 讨论 频 域 抽取 16 点 FFT.， 


10. 5. 1 时 域 抽取 16 点 FFT 算法 
根据 DFT 公式 (9-6) ,16 点 DFT 的 算法 为 ， 
XE) = DY k= 0,1,2,…，15 (10-29) 


其 中 ,旋转 矢量 WY exp( — jonkn/16). 
对 式 010-29) 做 时 域 抽 取 : 


XCk) = 2 r(2n) Wi 十 py r(2n + 1 We 
本 (10-30) 


一 p> rn Ww + Wi > zf2m 十 1 全 各 
由 于 剑 似 一 WY ,上 式 可 以 改写 为 ， 


? rn 
XR = 2 rzMDWP WE DY rant DW k=01,2,",15 (10-31) 


十 四 必 四 于 届 


上 陈 右 边 的 两 个 连 加 运算 都 是 在 计算 一 个 8 点 DFT, 其 中 的 xCm) 以 序号 的 偶数 和 奇数 
分 为 两 组 。 这样 就 把 一 个 16 点 DFT 变 成 了 两 个 8 点 DFT。 根 据 式 (10-31) ,我 们 画 出 
了 16 点 FFT 的 示意 性 的 计算 流程 图 ,如 图 10-5 所 示 。 


10-5 时 域 抽取 16 点 FFT 算法 示意 图 


下 面具 体 说 明 如 何 计算 这 个 16 点 FFT 中 的 任意 一 个 输出 六 (&)。 比 如 ,我 们 想 计 
算 其 中 的 下 (9) ,就 可 以 根据 式 (10-31) 写 出 下 面 的 演算 过 程 ， 


下 了 
XI(9) = 2 xODWP + Wi > r(2n DW 


= 2) x WE + Wi >) r(2n + DWs 


上 呈 站 于 本章 


= 1) Wis Ri C1) 
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= KO— Wi XC1) (10-32) 
其 中 ,X01) 为 图 10-5 中 上 面 那个 8 点 FFT 的 8 个 输出 中 的 第 二 个 ,而 XX.(1) 表 示 下 
面 那 个 8 点 FFT 的 8 个 输出 中 的 第 二 个 。 然 后 ;从 X(t1) 中 减 去 Wuegw5l) ,就 得 到 
(9)。 其 实 , 式 (10-32) 中 的 汪 (9) 的 计算 过 程 是 与 图 10-1 中 从 第 二 步 的 Bs (0,2,4， 
6) 和 Bs(1,3,5,7) 计 算出 臣 (5) 一 样 的 。 根 据 上 面 的 分 析 ; 我 们 不 难 推导 出 任意 2" 点 
FFT 的 时 域 抽取 算法 ， 
10. 5. 2 频 域 抽取 16 点 FFT 算法 
根据 式 (9- 人 ,一 个 16 点 DFT 为 ， 

AtE) 一 Yr) We kk == O12 ,15 (10-33) 

按照 10. 2 节 的 分 析 方 法 ,把 xz(m) 分 为 前 后 两 半 


? D 
XC) = > rm We WEY rn WE 天 一 0,1,2, ,15 (10-34) 


当下 为 偶数 时 ,上 式 变 为 ， 
i 
(Rk) = 四， [rtn) 二 rtnt 8) We k=0,2d," ,14 (10-35) 


EE 


当 上 为 奇数 时 , 式 (10-34) 变 为 ， 
NOY = dD) zn Wm kd dy 
而 上 式 双 可 以 改写 为 ; 


XA) = YD {zDD — znt+8) Ws WEY k=1,35,,15 (10-37) 


于 本 


式 (10-35) 和 式 (10-37) 是 两 个 频 域 抽取 8 点 DFT。 所 以 ,我 们 已 经 把 一 个 16 点 DFT 


图 10-6 频 域 抽取 16 点 FFT 的 算法 示意 图 


10.6 FFT 的 计算 顺序 


FFT 的 计算 顺序 是 非常 简单 的 , 先 对 输 人 样 点 施加 恰当 的 窗 函 数 。 如 果 使 用 时 域 
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抽取 法 ,就 要 把 输入 样 点 位 道 转 , 然 后 做 FFT, 最 后 得 到 的 X(Cb 就 是 FFT 的 输出 频谱 。 


如 果 使 用 频 域 抽 取 法 ,那么 ,位 道 转 应 该 放 在 FFT 之 后 。FFT 的 计算 流程 图 示 于 
图 10-7 中 。 


时 域 抽取 法 


ALK) 


. 位 道 转 


频 域 抽取 法 ! 


Tn) 


图 10-7 FFT 算法 的 流程 图 
FFT 反 变 换 的 算法 是 与 FFT 一 样 的 。 需 要 注意 的 上 唯一 不 同 点 是 ,FFT 反 变 换 时 
的 旋转 矢量 Ww“ 有 相反 的 旋转 方向 。 


小 结 


口 FFT 仅仅 是 DFT 的 一 种 快速 算法 。FFT 的 基本 思路 是 “分 而 治之 ”, 它 的 基本 
技巧 是 利用 了 DFT 中 旋转 矢量 W% 的 周期 性 和 对 称 性 。 

口 FFT 算法 可 以 分 为 时 域 抽取 和 频 域 抽取 两 种 。 

口 时 域 抽取 法 是 通过 对 xz(n) 进 行 时 域 抽取 完成 的 ， 

口 频 域 抽取 法 是 通过 把 x(n) 分 为 前 后 两 半 完 成 的 。 

口 两 种 算法 最 基本 的 计算 单位 都 是 蝶 形 计算 。 但 两 者 的 位 逆转 分 别 在 起 始 端 和 结 
东 端 。 

口 由 8 点 FFT 算 法 可 以 扩展 到 2 的 任意 次 乔 点 的 FFT 算 法 。 

口 FFT 反 变 换算 法 与 FFT 算法 的 唯一 不 同 点 是 旋转 矢量 方向 相反 。 

口 在 进行 FFT 计算 之 前 ,施加 恰当 的 窗 函 数 基 非 常 重 要 的 。 


习 起 


10.1 利用 图 10-1 的 时 城 抽取 计算 框图 ,计算 下 面 序列 的 FFT, 并 利用 FFT 的 缚 果 计 算 
FFT 反 变 换 ， 

(1) zta}= (lle0 0 0.05.071} 

(27 TAI=0:0110s 00 CO—1;0} 

10.2 利用 图 10-2 的 频 域 抽取 计算 框图 ,计算 下 面 序 到 的 FFT. 

(C1) rtn}=1ll O00, O00,0,1} 

(C2) ztn) = 100010, 0,0,—1:0} 

10.3 用 3 抬 DFT 为 基本 计算 单位 ,导出 3 点 DFT 时 域 抽 取 的 FFT 算法 ,并 画 出 算法 
框图 ， 
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10.4 用 4 点 DFT 为 基本 计算 单 亿 ,导出 16 点 DFT 时 域 抽取 的 FFT 算法 。 

10.5 当 FIR 滤波 器 的 冲击 响应 很 长 时 (比如 对 大 厅 的 混 响 效果 进行 模拟 ), 可 以 用 FFT 来 
完成 不 波 器 的 卷 积 运 算 ,这 叫 " 快 速 卷 积 "。 但 是 ,利用 FFT 完成 的 卷 积 一 定 是 循环 卷 积 ,而 我 们 
需要 的 是 线性 卷 积 。 解 决 的 方法 是 对 两 个 FFT 输 人 序列 补 零 , 使 样 点 数 增加 一 倍 ,再 通过 FFT、 
FFT 反 变 换 和 怡 当 的 全 加 ,就 可 得 到 线性 状 积 。 

对 下 面 的 两 个 4 样 点 序列 五 (四 和 xztn) ,要 求 画 出 它们 的 钱 性 卷 积 ,以 及 画 出 将 它们 补 零 
到 8 点 之 后 的 循环 卷 积 ,并 比较 这 两 个 结果 是 理 一 致 . 


] 1 


xi(n) xaln) 


1.0 1 . 心 埋 - 


有 加 
LE 之 0 1 2 3 
10.6 对 练习 题 10.5 中 提出 的 快速 卷 积 方案 , 试 画 出 用 FFT 和 FFT 反 变 换 实现 快速 卷 积 
的 结构 框图 ,确定 框图 中 的 主要 参数 ,并 注意 思考 如 何 解 决 快速 卷 积 得 到 两 倍 样 点 数 的 问题 ， 
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练习 题 参 考 答案 


第 1 章 
偶 对 称 。 
b=2(nrn) [1—cos(nn/2) |。 
1) 20 ms 5 (2) 20 mas, Bds (3) 13. 3 ms 0, 5。 
(1) 0.1; (2) 15; (3) 1 
1) 功率 信号 ,1; (2) 能量 信 号 ,0.071;} (3) 都 不 是 ， 
(1) 0, 因 为 平均 值 为 零 ; 
(2) 0, 国 为 个 对 称 ， 
(3) 实数 ,因为 b= 二 0， 
第 3 章 
3. 1 (2) 书 能 够 恢复 ,加 不 能 恢复 , 吕 不 能 恢复 。 
3.2 (2) 40 Hz 和 50 Hz, 
3.3 (1) 幅度 谱 = 三 0.5， (2) 和 (C3) 的 幅度 谱 二 0。 
3.4 一 20 dB/ 倍 频 程 。 
3.5 《1) 幅度 谱 等 于 零 , 因 为 互相 抵消 ; (2) 幅度 谱 等 于 0. 5; 
(3) 幅度 谱 等 于 零 , 因 为 互相 抵消 。 
3.6 可 以 采用 20 ksps 的 采样 率 和 截止 频率 等 于 7 kHz 的 抗 混 释 低 通 滤波 器 。 
第 4 章 
4.1 (1) X(t)=1.2—]1. 3z 1 十 0 5e :+2. 站 二 3 
(2) KX(z)=1 十 2. 52 1 十 0.8c —0, Be 十]. 5z ‘二 2. 22 5 
4d.2 Xe)={(]—a le ")/(l—ar 1) zs 
4.3 (1) z(n)={1,5,0,—1.8,0,—3}; (2) xz(n)={4,—2,0, 25}3 
(3) zr(n)={2,—21—21 一 .2100 一 革 科 。 
4.4 (1) zt0)=7z{(1)=0,.xr(n)=3X0,.8" ,n>l: (2) 并 (一 由 "++(—0.7)", 
4. 7 (提示 ;用 单位 复 指数 信号 忧 震 a",》 
第 5 章 
5 za)={10,1,2,201101—1,—1,.0,0,0,0, 一 1, 一 2 一 1}, 
5.2 zn)={1,—1,2,—2,.3—33—3,1,—2,2;0,0;1,—1}; 


el ll i ls i 
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™" GB Ch i 


gd 电源 工程 


176 练习 题 忆 苇 窜 杂 ldianyuan.com 由 于 殉 是 总 和 


9 了 


i 
0 


| 
v.11 
可 


5. 13 


(1) 再 (zs 一 (1 十 2 +06 hn)=(—0.6)"+2(—0.6)"?—2(— 
0.6) Bn); 《2) 万 (5 一 1 十 gs Ca 一 (1.0, 1,0,0…")。 

(17 Hien)=2e 0 "Dsintl); (2) 再 (ea) 一 2e [1 二 eostf) |]/(1—0. 5e DY, 
(1) |H(e’)|=2.5, Hr)|=0. 625; (2 |H(e)|=3,|H(e")|=1/3. 

《1) 再 (er 一 1A00. 7 十 各 . 3 (2) Hite)=(0—j3)/(l+0. 1) 。 

【1) [HO | 一 2.8/0.74， (2) | 再 (ee | 三 1700.77X0. 87) 

(1) 有 一 ] 5 一 0ze 一 一 1 

《2 ROO)=0,h(1)= 二 1; 在 二 1 时 ,hh(2)= 一 2( 一 1)"?， 

(3) 不 稳定 。 

ul 二 一 0. 5 ds 一 属 . 5。 

H(ie = (1—0, 5e ®t) N=0,6=0. 5。 

(1) |Hie’)|=0. 69; (2) | Hie™?)|=1/(].02X1.28); (3) |Hier)|=4.17, 
(1) 1 4 一 1;02)14| 一 1 


第 6 章 


6. 1 
.2 


b, 3 


6. 4 
6. 5 


H(iz)=0.5(1+Te ,He =e Mecostfh/2), 

b=(0.713X1. 665) /(0. 765 xX 1, 848) p24 一 Be 一 0.8en ,k=0,1,2,3; | 万 

Ce )|=1. 42sin(20) /01—0. 41le wm}, 

(1) 当 n<5 时 ,h(n)=0. 0285n; 当 4<n<7 时 ,h(n)=0. 1429; 当 6<<ne<l1l 时 ,hin) 
=0. 1429—0. 0285(Cn—6). 

(2) 滤 让 兹 延 翁 了 5 个 样 点 时 间 。 

(3) 滤波 右 没 有 极点 ,零点 有 10 个 ,均匀 分 布 在 5 等 分 与 7 等 分 的 圆周 上 ,但 直流 
零 频 上 没有 零点 。 

(2) 零 频 ;8 一 (1 一 c)/2 (3) ce 一 1.0 一 站 02 

(1) 不 稳定 ,因为 两 个 极点 z, ==1.2 和 sw = 二 一 1,1 都 在 单位 圆 之 外 ， 

(2) H(z)=0. 909 XxX0. 833X (1+22 +e )/[(1+0. 9091z 1)(1—0., 8332 1)], 

(3) Hle®)=0. 909X0. 833 xX 4encos’ (f/2)/[ (1+0. 909]e 1) (1—0. 833e™ 7)], 


第 7 章 


7 
f- 


7 .看 


i 
.各 


H(z)=(4+1. 6z)ACL 十 0 3z 1)。 

wtn) = 0, lw Cn 1),w (Cn) = vw (Cn) 十 Be (nO—1) ,vw (Cn) = (Cn) 十 
DO. Th (ne 1) wn) =vw Cn) dr (nO—1), 

YmD=wm (mT Im (ne 1): H(z)=[(1+ 6 1) (+ dr 1 (1 3 )]/T(1+ 
0. le (1—0, 2x 1)], 

y=4rtn) Br(n—2)+4rtn—4), H(z)=4+8r :+de", h(n)= {4,0,8, 
日 400 

H(len)=e ao[2eoskO) 一 1]。 

H(z)=(1T0. 52 /1—0.5271) h(n)=2(00.5)" 一 8(n) ;或 者 hin)=11,1， 


i 
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0.5,0, 25,0, 125 ,0.0625 ,…)} 。 
7.9 gw =e re 一 人 ee 人 | 一 1.41471.284 
[Hay | 一心 
7.11 (2) Hl(en)=(te 7—0,98)/A(1 一 .98e 0) “(3) 不 会 。 
7.12 H(z}=0. 245(1+e ') (10. 51lz !), 
7.13 (1) 带 通 ， (2) 高 通 ; (3) 带 阻 : ”4) 低 通 。 
第 员 竟 
8.1 可 以 用 5: 1 的 抽取 把 采样 率 降 到 1600 Hz 之 后 就 可 以 提取 基 频 了 ，。 
8.2 (1) 如 图 8-20b 那样 ,但 信和 号 频率 低 一 半 ， 
(2) 如 图 8-19b 所 示 , 但 每 周期 内 应 有 8 个 样 点 ， 
(3) 0. 139, 
(4) 本 大 于 os/4。 
8.3 应 该 合成 出 一 个 幅度 等 于 1 的 直流 电 平 。 
第 9 章 
9.1 《17 CA 一 ( 实 部 ,1.00, 一 071,0.00,0.71, 一 1.00,0.71,0.00, 一 0.717 虑 部 ， 
0.00, 一 0.71,1.00, 一 0,.71,0. 00,0.71, 一 1.00,0.711 。 
(2 于 (7 一 ( 实 部 .0.00,0.00,0.00,0.00.0.00,0.000.00，0.00; 虚 部 ;0. 00， 
一 4.00,0.00,0.00,0.00,0. 00,0. 00,4. 00)} 
9.2 (0) 二 4.0;, 臣 (7) 一 4.0; 其 他 下 (都 等 于 零 。 
9.3 (C1) ri(n)s 
(2) zi (nn)s 
(3) TIN) ,TI (NA), 
9.7 [提示 ;把 针 ( 中 和 YY(4 一 中 表示 为 x0) 和 y(n} 的 DFT,] 
第 10 章 
10.1 《Il 人世 递 转 t1,0,0,0,1,0,0, 1 第 一 步 {11150,0, 1 1 一 1 第 二 步 1 人 1 1,1， 
2 十 j01 一 j 第 三 步 13，2 4 1 一 和 由 4 一 1 一 在 41 ,24 
(2) 位 道 转 10,0,1, 一 1,0,0,0,0)) 第 一 步 10,0,0,2,0,0,0,0 和 第 二 步 10, 一 这 ， 
D, 这 ,0,0,0,0) 第 三 步 们 ,一 证 ,0 这, 一 论 ,0, 这 1 
10.2 (1) 第 一 步 {1 1 0 1 0 一 1 第 二 步 11,2,1,0,1,14, 1 一 让 L44 第 三 步 售 ,一 1， 
1,.1,2.4, 一 04, 一 由 4 2 4 位 道 转 {3,2.4,1 ,一 0. 4, 一 1, 一 0 起 1 ,和 机- 
(2) 第 一 步 {0,0,0,0,0,0,2,0) 第 二 步 10,0,0,0, 一 这 ,0,j2,0) ;第 三 步 (0,0,0， 
0; 一 近 , 一 这 j212) ;位 道 转 10, 一 j2,0,j2,0, 一 ]2,0,j2。 
10.5 两 者 的 结果 是 一 样 的 。 
10.6 (提示 ;FFT 的 输 人 序列 有 N 个 样 点 ,输出 有 2N 个 样 点 ,所 以 ,应 该 把 这 2N 个 
输出 样 点 分 成 两 半 , 并 分 别 与 前 面 和 后 面 两 次 计算 得 出 的 2N 个 样 点 琶 加 ,) 
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冤 值 函数 2 加 
B 
F 
半 带 滤波 上 器 ”113 
并 联 实现 104 反馈 时 , 亿 ,74 
部 分 分 式 ” 引 一 55,]0l 反 量 化 器 138 
非 周期 信和 号 12 一 14,16,17,19 
C 情 里 叶 变换 12,13,17,32 一 34 
情 里 叶 似 数 7 一 了 2, 辽 ,33,109 
采样 “ 史 一 后 前 顿 率 ”3 一 5 
保持 器 要 一 品 帐 志 响应。 晤 一 的 ,7 
采样 定理 “ 匠 一 切 复 指 数 ”1 一 6,11,33, 全 ,133 一 1 和 
采样 脉冲 函数 “3 引 一 妈 ,4 
采样 数据 信号 ”区 G 
差分 方程 ” 恕 一 岳 
插值 好 ,119 一 124 功率 信和 时 15,19 
长 除法 ”对 ,下 归 一 化 频率 扣 
重 构 ”124,128 
冲击 不 变性 “108,104 H 
冲击 响 记 ”多 一 曾 ,06,76 一 78,]107,108, 1 各 一 128 
抽取 “122,123,161,162,164,165,167 一 173 流明 留 152 
忙 递 函数 ”如 一 后 设 丁 人 窗 15] 
串联 实现 101 泥 笑 ”5 一 六 ,10H,] 避 ,1 如 
六 甫 数 ”112 一 115,1 和 9 一 1 色 9 j 
D 
极点 咒 
旬 人 wh 基 频 ?7,8,12,32,110,111,13 一 ]%5,17 一 143, 146, 149, 
单位 脉冲 序列 电 155,159 
单位 阶 荆 序列 娄 矩形 窗 ”150 一 151 
单位 指数 序列 43 养 积 条 ,得 ,59 一 63,76,126,127,146,147,153 一 156 
单位 征 退 ”四 , 引 , 贸 ,120 
点 阻 屿 波 器 志 一 本 K 
同形 计算 ”169,173 


多 速率 系统 “119 抗 混 剑 ”36 一 宁 
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快速 情 里 叶 变 换 ”161 
快速 卷 积 194 口 
L 全 通 泪 波 器 外 一 93,109,118 
群 延 让 ” 希 , 昕 
拉 普 拉 斯 变换 ”和 煌 一 科 
离散 傅 里 叶 变 换 ”133 = 
离散 情 里 叶 变换 性 质 143 一 149 
离散 情 里 叶 反 变换 136 物 不 恋 系 统 “5 吕 
离散 卷 积 好 ,弘一 妈 时 域 抽取 161 一 165 
离散 时 域 系统 57 数 机 转 措 朵 (DAC) 21,128 
离散 时 域 信 号 237, 中 ,38, 机 ,村 ,133,1 对 顶 状 渤 波 器 ”本 一 88 
理想 采样 。 器 ,名 , 台 ,给 , 弛 ,各 数字 污 波 器 中 
理想 滤波 器 ”5,109 一 114,125,125, 1 eave 
En sine 转 数 57 9 约 ,110,111 ,1 区 ,1 区 ,132 
Ee sinc 禄 波 器 ”0,1 如 
零点 并 一 ?3 
零 极 点 图 解法 71 WwW 
零 阶 保持 器 ”1 器 一 1 引 
位 诞 转 ”] 筑 ,170,173 
M 稳定 性 6, 宛 ,79 
无 限 冲 击 响应 滤波 器 102 一 106 
模拟 让 滤器” 申 一 私 ,] 鸭 一 13] 
模 数 转换 点 ,好 x 
硕 尔 伯 特 变换 109 
泄 沁 1 可 ,1 掀 ,10,153 一 159 
率 诗 斯 特定 理 36 谐 相 器 ”名 一 晤 
这 这 斯 特 速率 ”中 线性 卷 积 146 
能 量 信 生 15 线性 系统 缉 一 名 
线性 相位 ”108 一 108 
响 ， 线性 性 质 ”后 ,58 
线 湛 6 一 17 
相 顿 响应” 衣 
9 相位 谱 5,13,16 一 18 
相位 延迟 六 ,72,74,107;130,1 村 
旋转 复 矢 量 4 
塞 伐 尔 定理 旋转 笑 量 135 一 1 短 ,1 起 一 ] 村 ,1 四 一 1 起 
0 循环 着 各 1 怕 一 147,1 别 一 156 
磋 率 变换 昕 , 狗 ,103,104 
频率 响应 ”全 一 明 Y 
频 域 抽取 ”165 一 169 
1 延迟 定理 “机, 旭 一 友 
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已 采样 们 号” 旨 一 各 , 扣 一 此 
移动 平均 滤波 器 ” 久 

因果 性 7 一 61,111,112,116 
有 限 冲 击 响应 滤波 器 ”106 


rd 


z 变换 和 蝗 


z 变 措 表 十 

z 变换 性 质 本 一 委 

z 反 变换 显 一 入 

再 采样 12 一] 如 

折 吞 频率” 基 ,37. 的 ,19,105 
直接 形式 ” 擅 ,100 


181] 


BBS.21dianyuan.com 


基本 符号 表 


f 频率 

fe 截止 频率 

fo 信和 号 频率 ,信和 号 基 频 

fa 信和 号 带宽 .滤波 器 带宽 

fs 采样 频率 

T 采样 周期 

T 信和 号 周期 

a, 情 里 叶 级 数 余弦 分 量 的 系数 
b, 傅 里 叶 级 数 正 芯 分 量 的 系数 
z(t) 连续 时 域 信号 

其 zk 的 复 指数 形式 傅 里 叶 级 数 的 系数 
XC) Xl 站 的 情 里 叶 变 换 

x(n) 离散 时 域 系 统 的 输入 序列 
yin) 离散 时 域 系 统 的 输出 序列 
Tatf) 已 采样 信和 号 

pur) 采样 脉冲 函数 


Xs zs{ 人 的 傅 里 叶 变 换 

X(z) Xtn) 的 z 变换 

Ylz) 3(n) 的 z 变换 

Eu 单位 延迟 

h(n) 离散 时 域 系统 的 单位 冲击 响应 


i 
k= jE 
= i ll 

Fr 日 Me 


dr Ph 论 I 自 温 工程 师 


a 3 Fs = i | 
BBS.21dianyuan.com [元 三 之 大 本 符号 表 


离散 时 域 系 统 的 传递 函数 
零点 

极点 

复数 的 模 

序号 .DFT 输入 样 点 的 序号 
序号 ,DFT 输出 频率 点 的 序号 
样 点 总 数 

zx(n) 的 DFT 输出 

DFT 的 旋转 因子 

DFT 的 旋转 矢量 

窗 函 数 

wln) 的 z 变换 


角 频 率 

信号 频率 ,信号 基 频 

信和 号 带宽 .滤波 器 带宽 
采样 频率 

截止 频率 

归 一 化 频率 

归 一 化 采样 频率 (等 于 2x) 
相位 , 帆 骨 

单位 冲击 函数 

单位 脉冲 序列 
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